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1. SHRNUTI A PROHLOUBENI U CIVA

1.1. Zakladni mnoZinové pojmy
MnozZina— soubor gjakych prvki

PodmnoZina mnozZina A je podmnoZinou mnoziny B (JAB ), jestlize kazdy prvek
mnoziny A je zarovie prvkem mnoziny B.
Kazda mnozina je podmnozinou sebe samall(A)

Prazdna mnoZzina nema zadny prvek]

Prazdna mnoZzina je podmnoZzinou kazdé mnoziny.

Rovnost mnozir- mnoziny A,B se rovnaji obsahuji-li tytéz prky £AB)

Doplnék mnoziny— je -li A podmnozinou mnoziny B, pak dopknmnoZiny A obsahuje

VSechny prvky mnoziny B, které nefialo mnoziny A.

Poznamka: RozliSit pojmy byt prvkem a byt podmnoZzinou

0 je prvek mnoziny0,1,2}

{0} je podmnozinou mnoziry0,1,2}
Prinik mnozZin- je mnozina vSech prikkteré jsou obsazeny v obou mnozinach

zarovey
Disjunktni mnozZiny jejich piinik je prazdny.
(AnB=0)

Sjednoceni mnoZin je mnozina vSech prikkteré jsou obsazeny v jedné z obou mnozin
(A0 B)

Rozdil mnoZin- je mnozZina vSech prikmnoziny A, které nejsou prvky mnoziny B
(A-B)
Cviceni:
1. A ={1,357}
B={2345}
Zjistétea) An B, b) AL B, ¢c) A-B, d) vSechny podmnoziny A.
a) {3,5},b){1,2,3,4,5,7},c){1,7}

d) O, {1} 3% {5} {7}, {1,3}, {1,5},
{1,7}, {3,5}, {3.7}, {5,7}, {1,3,5}, {1,3,7}
{1,5,7},{3,5,7}, {1,353

Podmnozin je celken2" , kde n je pdet prvki mnoziny.



2. Podnik m& 600 zatstnand. 300 zamistnand neumi Zadny cizi jazyk, 200 umimecky a
150 anglicky. Kolik lidi umi oba jazyky?

[501
1.2. Ciselné mnoziny
(@I =N« (T (0 V4= - VO N
Cisla cela <isla girozenagisla k nim opain&@ a 0......c.ccceveeveeereceveceeeennnn, Z
Cisla racionalni — Ize zapsat ve tvaPu, kde p, g, jsodisla cela a ¢ 0......Q
q
Cisla iracionalni — nelze zapsat ve tvalpu
q
Cisla realna <isla racionalni &isla iracionalni ...........c..ccocceveveeverveeennnen. R
Cisla komplexni — a + bi, kde i je imaginarni jed@oL............c..c.coceveevennene.n. K
TR r S+r
Racionalniisla PPt
q S g.s
p r _ pr
q s gqs
p.r _ ps
q s qr

1.3. Intervaly

Omezeny interval mnozirg R Ize znézornit Uskou naciselné ose

uzaweny, polozaieny oteveny
necht a,b jsou libovolna realndsla, a< b

(a, b) (ayb
(a,b) (a,b)
Neomezeny interval - znakyoot
(a, +o) (e, a)

(a, o) (e, a)

1.4. Absolutni hodnota realnéhogisla

Definice: Absolutni hodnota kazdého realnétisla je rovna vzdalenosti tohattsla na

¢iselné ose od gatku

pro a=0 idal= a



pro a< 0 jelal=-a
Véta. 1. Prokazdé [lR je |a] =0

2. Prokazdé1R je |a|=]|-4
Opanécislo k realnémuislu a je realnéislo a, proréz platia+ a =0
Prevraceng&islo k realnémuislu a je realnéislo a pro #z plati a.a=1
1.5. Pocetni operace v N, Q, R
atb=b+a, a.b=b.Jakomutativni zdkon
a+b+c)=(@+h)+c, a.(bb.c)=(a.Db)}asociativni zadkon

(a+b).c=a.c+b . Jdistributivni zdkon

a+0=a
a.l=a
a.0=0

Véta: Je-lia . b =0 je alespojedno z¢isel a,b rovno 0.

1.6. Vyrazy

PromEnnéjsou pismena, ktera v zapisu zastupigia z utité ¢iselné mnoziny.
piiklad: o = 2nar Vv :% 7nrz . v Kuzel

c=va’ +b’

Konstanty— pismena nahrazujicidita ¢isla z utité ¢iselné mnoziny.

piiklad: 72
Ciselné vyrazy - 2 Q

2, 3
Vyrazy s pron¥nnou - 4% by - 3z

Lomené vyrazy- proneénna je ve jmenovateli, musime udat podminky, kdwgraz smysl.

oiiklad: = &*P
X, a-b
x£20, azb

¥ n - Y z
Mnohaileny: ayxa + a_x" " + ... +ax*+a,Xx +a, mnohalen n — tého stup#



1.7. Mnohodéleny a patetni operace s nimi
axa +axVt o+ o +a,x*+a,Xx +a, mnohdlen n— tého stupé

Xitani: s&temecleny, které maji stejné zakladny a stejné exponenty
(a+b-c)+(a-3b+2c)=2ABb*+c
Oditani: pricteme mnohd&len s opanymi znaménky
(@+t+b-c)—(b-3c)=a+b-b+ 3c= a+3c
Nasobenikazdyc¢len prvniho mnohgélenu nasobime kazdytenem druhého mnokienu.
(2a+ 3 +b) . (&+2b)=24 +3a +a’b+4ab+ 6 4&b? + 2b°
Déleni: clitel musi byt fizny od nuly

1) Oba mnohdleny uspsadame sestugrpodle klesajicich mocnin pramné

2) D¢elime: a) prvniclen cElence @lime prvnimélenem dlitele. Ziskanym podilem
nasobime vSechrgyeny dlitele. Tento so&in ode&teme od dlence.
b) Postup opakujeme
3) Zkouska: sotin dklitele a podilu = dlenec

priklad: (20&+ 32&° + 7a* - 5a) : (-1 + 7a) = & 3a”+5a [a# %]

1.8. Vzorce a mocniny

(A+B)*= A2+ 2AB + B?
(A-B)?= AZ-2AB + B?

A2-B%= (A-B). (A+B)

(A+B)® = A%+ 3A%B +3AB*+B°
(A-B)® = A%- 3A%B +3AB2-B°
A%+ B3= (A+B) (A%- AB + B?)

A%-B3= (A-B) (A%+ AB + B?)

Definice: pro kazdé redlne a a kazdé celé kladiéslo n je a= aa..a (v s@inu je n
¢initeld)
Pro kazdé redln&isloaz0 je & = 1

n . , .
a -mocnina, a-— zaklad, n — exponent (mocnitel)

= al‘+S (é)s = al‘.S



(a.b)nz a .b" aa=a pro a 0

S
b n

Definice : pro kazdé reéalngslo a# 0 a kazdé celé zaporgisio m je

)
a a

o e

1.9. Rozklad vyrazi
1) vytykani spolénéhocinitele
22alf + 28a b2+ 14a'b = 2ab . (11b + 14ab + Yp
2) postupné vytykani
5by + 15B8x + 4ay + 12abx = 5b(y + 3bx) + 4a(y + 3bx) = (yxRk(5b+ 4a)
3) pomoci vzora
94 - 12ab + 48 = (3a-2b)?
4) kombinace pedeSlych
&b*-b® = b*(@®-b?*)=b*(a-b).(a+b)
H' -1 = (h*-1).(h*+1) = (h-1).(h+1).(F +1)
P -(p-1) * =[p-(p-r)l.[p+(p-r)] = (+1).(2p-r)  nebo
= P(p?-2pr+r*) = 2pr-r* =r.(2p-r)
1.10. Lomené vyrazy a pd&etni operace s nimi

U lomenych vyrai je nutné ufit jejich definicni obor, tj. obor hodnot protnnych,pro &z
mé& dany lomeny vyraz smysl.

4x g
X

= x#0
2X

2

18a-30 _ 6(3a-5)

3
12a-2Ca  4a(3a-5) 2a




az0 3a-%0
3a# 5
5

& =
3

Kratit lomeny vyraz znamendtatele i jmenovateledit tymz vyrazem iznym od O.

RozSF¥it lomeny vyraz znamenstatele i jmenovatele nasobit tymz vyrazeimmym od nuly.

8a . , ,
P Py roz&te vyrazemiiznym a+b Aab
a —

zab

8a _ 8a(a+b) =8a(a+b)
a-b (a-b)la+b) a?-b?

Stitani (odéitani) — lomené vyrazy sefpvedou na spol@ého jmenovatele a &eu

(odettou)se.

Nasobeni- ¢itatel ¢itatelem, jmenovatel jmenovatelem
Déleni — ndsobi sefpvracenou hodnotou lomeného vyrazu
pf: 18a — 453+ 63a’= 9a

pX + 7y —py -7x = p(X- + 7(y-X) =

9

x?+ (a-b) x — a.b = (x.a).(x-b)

9

<

uspdadejte podle velikosti

V2 3B

Sy, ==
3 2 3

10



2. LINEARNI FUNKCE, LINEARNI ROVNICE A NEROVNICE A
JEJICH SOUSTAVY
2.1. Linearni funkce, konstantni funkce

Definice: zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je pdiwi které kazdému prvkul@ A
piifazuje pra¥ jeden prvek hiB.

Definice: funkce je kazdé zobrazeni mnoziny A dmitiny R, kde A je libovolna
podmnozina mnoziny R
A — definiéni obor fce

Definice: funkce je pravidlo, pomoci kterého je #é&hu realnémuislu x LI A piitazeno
praw jedno realné€islo y

Kartézska soustava s@aanic Oxy
Kolmé p@iimky x,y, s piseikem O.

A= [xo” yo] X, - prvni sodadnice bodu A

Y, - druha sotadnice bodu A

Definice: Graf funkce f ve zvolené kartézskeé soustsnuradnic Oxy se nhazyva mnoZzina
vSech baéd
X$x,f(x)] , kde xLI D(f)

Definice: Konstantni fce je kazda fce, vy§ada ve tvaru y = b, [XR kdeb je realn&islo.

Definice: Linearni fce je kazda fce, vyj@mé ve tvaru y = ax + b/ 3R, kdea je realn&islo
#izné od nulyb je libovolné realnéislo

V¢éta: Grafem konstantni fce jéipka rovnolsZzna s osou x.
Véta: Grafem lineéarni fce jerfionka fiznokEZzna s osou x i s osou .
Véta: Rimka rovnolsZzna s osou y neni grafem Zadné fce.
P f, ty=-1
f,: y =2x+1 Sestrajrafy funkci.

11



2.2. Linearni rovnice

Definice: rovnice je linearni, kdyz ji Ize ekvival@imi Gpravami fevést natvarax + b =0
kde je realn&islo nizné od nulyp je libovolné reéinéislo.

Ekvivalentni Upravy:

1. K obéma stranam rovnicerigteme ( odéteme ) stejny vyraz
2. Obe strany rovnice nasobime §lime ) stejnym vyrazemiznym od nuly

Véta: Linearni rovnice ax + b =0 o0 nezndméRxma pra¥ jeden kden x = —
a

Cvideni:

Reste rovnice v mnozéZ

a) 2x—8=6 [7]
b) 0,8x-45=2 [nemareSeni, x =g ]
c) 2x—-3=3x+1 [-4]

2.3. Linearni nerovnice

1(,)<p(,) I(,) - leva strana nerovnic

1(,)>p(,) p(,)- prava strana nerovnic

()= p(,)

1(,) = p(,) P — mnoZina vSedeSeni nerovnic

Ekvivalentni Upravy.

1. K obéma stranam nerovnicdipteme ( odéteme ) stejny vyraz.
2.a) Ok strany nerovnice vynasobime (@idhe ) stejnym vyrazem, ktery je kladny

b) Ok strany nerovnice vynasobime ( ¥idhe ) stejnym zapornym vyrazem —
znak nerovnosti se 2ni v op&ny.

Definice: Nerovnice je linearni, kdyz ji Ize ekvleat. Upravami fevést na jeden z tvar

ax+b<0 ax+b>0 ax#d ax+k= , pfitom aje realn&islo izné od nuly,
b je libovolné realnéislo.
. du-3 4u-9 3u-4
pr: + <
5 6 2
u=-3

P é— 3+)

12



Zkouska
pi: Redte pro y N (€.piirozend)
3y-2=6, 3y-Z6, 3y-2>6, 3y-26

pi: Reste pro 21 R @.realna)

- =2

3(2z-4¥5(3+32) 3

z-3 6-2z
5

2(6-22)-3(0,5+25,5+3z
2.4. Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou
pi: Sestrojte graf fce gpd, xOR

prox<0 plati [x] =-x
x=20 plati [x] = x
graf 9y =-x, X (-«,0)
G:y= X, XJ(0+c)
pi: Urcete vSechna Xl R, pro ktera jsou hodnoty fce

m:y =|x-2|, xU R mensi nebo rovnyislu 5.

Reseni: Sestrojime graf fce m:
Zjistime pro kteraXR je:

afx—2/=x-2 = x-220 =X 22

bJx-2=-(x—2) = x-2<0 = X<2

Fce mseskladazgfefci m, : y =2-x , XI(-,2)
,My= Xx-2 X2, o)
Hledame X R, pro ktera je )y < 5.

Tuto podminku spiuje x O R (-3, 7)

P |x-2 <5

a) [x-2 =x-2 b)|x-2 =-x-2
X220 x=2 =-x+2
X2 X(2, +o0) X -20
X< +2 Xl(-,2)

13



X-2<5 -X+25

X<7 X1 (-00,7) X -3 XJ¢-3, +)
P, = (27) p=(-32)
P=P U P,=(27) U (-32)=(-3,7)
P=X-3,7)
Cviceni:
Pr: Sestrojte grafy fci: f,: y=3x-3 xR
f, y=q+x xR
fory=|4-x xR
fo y=[¥-x xR
fo y = x-|X xOR
f, y:ﬁ x LI R 40}
pir [x+3=6 |7-4x <5
5-2x =7 x+8>9
x-4<0 3-x=5
pi: n+1<|n| Bn-9=4n-5 2[3n-6=n+2

pi: |[x-7+4x=|2x-5
2x+1 - x=3~[2x~1
x+2-x=3-[x-3

2.5. Soustava linearnich nerovnic

pi: a) 4)(_5< X+3 b) 3X4+822x—5
4x —5<7x+ 21 33X+ &8x - 20
-3x < 26 5% - 28
26 28
X>— X< —
5
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=| — | 400 = —002—8
Pl_( 3j’+) P2 ( !5>

P=P nP,
26 28
P=(-—,—
( 35
Pr: (2x — 3).(5 -3x>0 X1 R
1) 2x—-3>0 azarave 5-3x>0
2) 2x—-3<0 azarave 5-3x<0
a) 2x-3>0 5%30
x>§ -3x > -5
2
5
X <=
3
3 5
P.=(—,+ > (-00, —
1 (2 ) F=( 3)

3 5 35
P=R nP2=(§,+00)n(-00,§):(E§)

b) 2x-3<0 8x%>0
5
X <= X
2 3
3 5
P3: (- 00'5) 4B (§+00)

3 5
P3ﬂ P4 :(' OO,E) N (§+0°): [l

P=(PnP,) O (P;nP,)
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Cvideni:

1.pi. Redte soustavy nerovnic

a) 3u-10>0 b) 7u—-2>6-4u
?u—51<6 7u—11>3u
1 1 u 3u-5 5-2u
c) =l2u-3)<=(5+4u dx+ <
) 5(2u-3) =<6+ 4u) b= >
1 1 u
—{3+4u)<u+6 —(3-2u)=15—-—
~(3+ 4 +(3-2u)> 15—+
2.p¢

a)(6-x).(5x-230
b) (2x—-3).(7-3x)>0

3.p:

4-x -1 . 2x-1
a 0 {?—22 upravit -220
)2x—3> - X (up 3-X )
b) 9—2xSO

5-4x

2.6. Soustava linearnich rovnic o vice nezndmych

pi: Najdkte vSechny usgadané dvojice [ x, y ] realnélitsla pro které plati:
y=2x-1 a zarove
y=-x+5
Phseik piimeky=2x-lay=-x+5je bod R, 3],tzn.x=2,y=3

Patetré: 2x—-1=-x+5 y=22-1
3X=6 y=3
X=2 =—======

A: Metoda dosazovact

1. Jednu rovniceigvedeme natvary =ax +b (nebo x =cy +d)

2. Do druhé rovnice dosadime zay vyraz ax + b ( resbo vyraz cy + d) a ¥gSime
ji - neznama x (y)

3. Dosadimetislo za x (y) do kterékoliv rovnice a vy§gteme y (X)

16



B: Metoda itaci (adiéni)

3x+2y=8
X—5y=-3 /.(-3)
3x+2y=8
- 3x +15y =9
2y + 15y = 849 3x+2=8
17y =17 3X =

1. Kazdou rovnici soustavy vynasobime vhodngisiem fiznym od nuly tak, aby
koeficienty u x nebo u y byly opaacisla.
2. Leveé i pravé strany geeme a ziskame tim rovnici o jedné neznamée.
3. Jakou pedeslého.
C: Metoda srovnavaci ( kompar&ni)

3
=-—Xx+4
Y 2
T
5 b5
Ex+§:—§x+4 = x=2,y=1
5 5 2

1. Z obou rovnic vyjatime neznamou

2. Dosadime a wgSime
3. Dosadime a MgSime pro druhou neznamou

Cviceni:
oF:1 3x—2y+5x—3y:X+l
5 3
2x—3+4x—3y:erl
3 2
9 4
X:—’ = - —
[x=27. y=--]
pi: 2a) 2x+y =7 )Xot 3y =5 c)2x—-y=0
3x — 4y= -6 2x+y=1 3y—1=0
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pi:3 5(y+2)=-3(x-3)+7
3.(y+2)+23=5(x-3

Cvicent:
3X—-2y+5z=-7
X+y+2z=4
-2X+y—6Z2=6

[x=, y=1]

[x=2, y=4,z=1]

18



3. ODMOCNINY A MOCNINY
3.1. n —té odmocniny nezapornéhdisla

Definice: n-ta odmocnina (INN ) z nezaporného realnébisla a (a =0, all R) je
takové nezaporéiglo x ( x= 0, x U R) pro ktera plati
x"=a
zapis: x ¥/a a — odmoémec (zaklad odmocniny)
n — odmocnitel
pi: 3/8=2 Z=8
416=2 2= 16 5= 32

pi: Kdy ma vyraz smysl|?

V-a . ¥32=2 NVab
a=0 ab> 0
as< 0 ar O 2| <
============ b>0 b<

3.2. Pogitani s odmocninami

Proa= Q b=0

m,n, p - cela kladn&a

1) Ya b =%ab

:
2)%—E b# 0
3) (Q/E)mz”am

2) yv/a =a
5) Ya™ =v/a

2 |(2)
e Y323 = f (_j
Pt 5 5

\/5(.%= a= 0
X

19



3/azb3fab ° = az 0

Definice: ¢ast&né odmodgovani je Gprava odmocniny do tvaru &mow, jehoZ jednim
¢initelem je odmocnina co nejmensiho odmowe.

1) 3/81 2vab®  a=0 3&/32xy4 x>0
b> 0 y= 0

4)3x*y°z®  x=0

> 0
> 0
3 3 3[v5 7
pf;3§: \/a: ab: a>0 X Y = Xx >0
27 :’{/5 a2b3 3Xy4
0] y>0
4
pr. (V) kaf  ff a0
pi: Y42 /X’ x>0

3.3. Usmérnovani zlomki

je odstraovani odmocniny ze jmenovatele raesiim zlomku.

1
Nap: —— roz&ime /2
J2
1 roz§iime +/3-1
J3+1
L rozstime 1+\/§
1-+/5

roz&fime 3/x3

1
5/X2
3.4. Mocniny s racionalnim mocnitelem

mocniny s cekdselnym mocnitelem jiz zname

m
n

a m —celé, n—kladné

20



Definice: pro kazdé kladné realtislo a, celé¢islo m a kladné firozenégislo n
m

jean =%a" a- zaklad mocniny

m .
— - mocnitel
n

pf: 4/a—2o - 4/‘a—5j4 =a°
20

4/a—2o - a"? -a’®
podminky: X0, x #1, X #-1

N {(X;i)_l_(1_X)-1}x°+x(x—2):[( 1 F:X_l

X2 —x+1 x+1)‘2

podminka>0

21



4. KVADRATICKE FUNKCE, KVADRATICKA ROVNICE A
NEROVNICE

4.1. Kvadraticka fce, graf
Uziti: M: S,= mr? , S,= a®

F:s= —% gt’ +v,t - dréha vrhu svislého vétu

P=RI? vykon = odpor . (intenzita)
definice: Kvadraticka fce se nazyva kazda fce
y=ax® +bx+c, xOR
kdea je realn&islo izné od nulyb,c jsou libovolna reéalnéisla

ax’ +bx+c - kvadraticky trajlen a# 0

ax’® - kvadratick§len
bx - linearnilen
C - absolutiien

Graf:

Pr:  Narysujte graf fcen: y = x

pi: g, :y=2x° g,:y=-2x

1 2 1 2

V==X h,:y=-=x
h:y 3 b Y 3

Véta: Graf kazdé kvadratické fcey = ax® je soundrny podle osy y kartézské soustavy

souadnice O xy.

Véta: Graf kazdé kvadratické fcg = ax® prochazi boderfo,d.

Véta: Je-li a>0, pak kvadraticka fcgy = ax* nabyva prox = ejmensi hodnoty, je-t <0,

nabyva kvadraticka fcg = ax® pro x = 0 nejwtsi hodnoty.

Véta: Graf kazdé kvadratické fcey = ax® + bx+ ¢ Ize ziskat posunutim grafu kvadratické

fce y = ax®

Véta: Graf kvadratické fcey = ax® + bx+ ¢ se nazyvéa parabola, b(bldq yOJ se nazyva vrchol

paraboly.
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Véta: Vrchol paraboly, ktera je grafem kvadratické fge ax® + bx+c, ma sosadnice

b o
Yo=C———

X, =——
°  2a 4a

9

Ursete vrchol paraboly, ktera je grafem kvadraticke y= x> + 2x — 2
a=1b=2 c=-2

Xy :—B:—E:—l
2a 21
b? 22
=c—-—=-2=—=-3 V $1, -
Yo 4a 4.1 1.3

pi: Urcete soiadnice vrcholu paraboly, které jsou grafem kvadkatifce.
a)y =2x* b)y =2x*-6x+ 55 c)y=-x>-4x- 3
V=[0,0] V=1[1,5, 1] v=[-2,1]

Postup pi sestrojovani grdfkvadratickych fci:

1) Urcime sotiadnicex, y, vrcholu paraboly
2) VypiSeme gkolik dalSich dvojic

3) Sestrojime v 0 xy (kartézské soustavyisomic) obrazy usgadanych dvojic ziskanych

vl1a?

4) Sestrojime parabolu (parabola je séumd podle pimky, ktera je rovnoé¥na s osou y a

prochéazi boderfix, y,]

Véta: Graf kvadratické fce je souwmy podle pimky, ktera je rovnoé¥na s osou y a
prochazi boderfix, y, 1.

Véta: Kvadraticka fcey = ax® +bx+c, nabyva prox,

a) nejmensi hodnoty, - jestlizea>0
b) nejwtsi hodnotuy = O jestlize a<0
Cviceni narysujte grafy funkci:

Pr: y=-05° +3x V3,49
y=x*-2x-3 v1,-4
y=x*-3
y=x*-X
y=-025x*+1
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y=x>+7x+ 10
y = 05x* - 25x+ 3
y=-Xx*+2x- 4
4.2. Kvadraticka rovnice, diskriminant

Definice: Kvadraticka rovnice o jedné neznamé xaeyva kazda takova rovnice, kterou lze
ekvivalentnimi Gpravamiigveést na tvar

ax’ +bx+c= 0 kdea je realn&islo izné od nuly,b,clibovolna reéin&isla.
pf: —05x*+3x=0

x(- 05x+3)=0 - soim dvoucisel je roven nule, jestlize jedno

zcisel je rovno 0.

pi: x*-2=0 A2 -B? =(A-B)(A+B)

x2 =2 )|x++/2)=0
(/ I \A)

x-2=0 x+42=0
x=4/2 x=—y2
P={2 2}
pic 2x% +3=0
x*2 0
2x*= 0
2x? + 3>0 P=0
pi: (x-1)=0
(x-1>=0 je-lix= 1 (x-1>=0
jehiz1 (x-1)* >0
P ={1}
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Cviceni:

pr (x— 2)(x—1) =0
(5-3x)(-2x-5)=0
(x+3)(2x-5)=0

pi: X +3x=0 P -4=0
2x* -9x=0 vi-7=0
pi: (u-2)7%=0
(u-5)?=0

4.3. Vzorec pro koreny kvadratické rovnice
ax’ +bx+c=0

Diskriminant kvadratické rovnice

D =b* -4ac
koreny: x* :ﬂ
2a
2 _b+\/6
X =——-
2a

Véta: pro mnoziny P v3ech keni kvadratické rovniceax® + bx+c= 00 neznaméxll R
plati:

1) Je-li diskriminantD< 0, pak P=]

2) Je-li diskriminantD =0, pak P = {_ ﬂ}

2a
3) Je-li diskriminantD > 0, pak P = —b—\/B,—b+\/B
2a 2a
pi. 2x* +6x+5=0 a= 2b=6, c=5
D=-4<0
P=0O
pi. 2x*+6x+45=0 a= 2b=6, c=45
D=0 x= 15
P={-15}
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pi: 2x*+6x+4=0 a= 2b=6,c=4

D=4 X =-2
X, =-1
P={-2-1}
+ ZKOUSKY Nl

4.4. Vztahy mezi kareny a koeficienty kvadratické rovnice

1. Véta Jsou-lix,, x, koteny kvadratické rovniceax’ +bx+c= 0 neznaméx[ R, pak

pro reé plati:

X + X :—E
2 a

C
XXy =—
a

Obracena §ta:

2. Véta: Neclt a je realné&islo mizné od nuly,b, clibovolna realn&isla.Cisla
, ] b C . o
X, X,, pro ktera platix, + x, = —— , X.X, =— jsou kdeny kvadratické
a a
rovnicax’ + bx+c= 00 neznaméx L] R.

3. Véta: jsou-li x,X,, koreny kvadratické rovnicex® +bx+c=© neznaméx [l R, pak

plati ax? +bx+c = 0= a(x—x,)(x-x,)
pi: X, —7x+12=0
b
=——=—-7)=7
x+x=-—=~(-7)
xl.x2:§:12

rozepiSeme: 7= 0+7 = 1+6 = 2+5 = 3+B+10 = -2+9=
12=1.12=2.6 =34
P ={34}

26



pi: Rozlozte kvadraticky tréjen 10x, —11x+ 3 na sodin linearnichéiniteli.

a=10, b=-11, c¢c=3

_3
"7

11+1 /
N

%12 =50

_1
X =

Podle wty 3: ax® +bx+c = a(x—x J(x-x,)

182 -11x+3= 10.(x—§j.(x—1j
5 2

4.5. Kvadratické nerovnice

Definice: Kvadratickou nerovnici o jedné neznansexnazyva kazda nerovnice, kterou lze
ekvivalentnimi Gpravamiievést na jeden z tvar
ax’ +bx+c>0 ax’ +bx+c =0

ax’ +bx+c<0 ax’ +bx+c <0

v

pi : X2+3x+322x+ 9
X+Xx-62= 0

1) VyieSime kvadratickou rovniot”* + x-6= 0
X =2, X,=-3

2) Nyni vezmeme na pomoc znalosti dipthu kvadratické funkcen: y = x* +x- 6

a=1, tedy a> 0, grafem je parabola, jejiz vrchol zobrazuje re)gi hodnotu
funkce.

Této paraboleifslusi body[2,0] , [-3,0]
Reseni je tedyP = (-o0,— 8 0 (2,+)
pf: 0,5x* —x+ 15< 0 a= 05 b=-1 c=15

05x*-x+15=0 D=-2<0 Rovnice nemieseni

— Parabola nem& Zzadné spwié body s osou x.
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Mohou nastat tytofpady:

a) Cela parabola lezi pod osou x
b) Parabola lezi nad osou x
K uré¢eni jednoho zéchto dvou pipad stati dosadit do zadani za x libovolné readiso a

Zjistit, zda hodnota tréfenu je kladna nebo zaporna.
Nap:: x=0 05x* —x+15= 15
= pro vdechnaxORje 05x*-x+ 150
AleieSime 05x*> - x+ 150
= P=0 -mnoZinaeSeni je prazdna
4.6. Grafické reSeni
pi: —2x* +13x> 0
-2x?+13x - 15> 0

Resime kvadratickou rovnici
-2x?+13x-15=0

a=-2, b=13, c=-15 D=b?-4ac= 49
-13+7 3
Xl,2: _4 <+52

podle &ty 3; —2x? +13x—15= —2(x —gj.(x—s)

Misto pivodni nerovnicgeSime tedy:

—2[x—gj.(x—5)> 0 (—%j

[x—EJ.(x—5)< 0

2
3 .
1) X_E>O a zarove x-5<0
3 .
x>§ a zarove x<5
(3] P, = (-5)
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2) x—g<0 azarove x—-5>0

x<0 a zarovie x>5

() e

P,nP,= (—oo,gj n (5+0)= 0O

RaR)OENR)=(3s]o0

(2

pi: (k-3).(k=1)20

1) k=320 a zarowiek -1=>0
k=3 a zarowek > 1
P, =(3 ) P, =(1,»)
P, n P, =(3) n (1,%) =(3,e)
2) k-3<0 a zaroiiek -1<0
k<3 a zarowek <1
P, = (-3 a zarove P, = (-

P,n P =(-03) n(-0L) = (-0
P=(RnP)0(RnP)=(-=)0(3x)

Cviceni:

1) x*-420 4. 2x2 -6x+ 9> 0

2) x*-5x+6=0 5.-3x*+5x-2< 0

3) 2x*-5x+2<0
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5. FUNKCE

5.1. Funkce rostouci a klesajici

Definice: Necli M je podmnoZinou mnoZinyR vSech realnyckiisel. Funkcef se nazyva
kazda mnozina uspadanych dvojic{x, y] OMXxR (kartézsky sotin) pro kterou
plati: ke kazdéemw [0 R existuje prav jedno y [1 Rtak, 2e[x, y] O f

Jinak:

Definice: Fce je pravidlo,pomoci kterého je kazdémalnémuislu x pritazeno pra¥jedno
realnécislo y.

Plati w&ty:

1) Konstantni funkcey = bneni ani rostouci ani klesajici. Grafem fémka rovnolk¥zna

S OSOUX.

2) Linearni fce y=ax+bje: a) pro kazdé& >0 rostouci

b) pro kazdéa <0 klesajici
3) Kvadraticka fce y = ax® +bx+c je:

a)proa>0 rostouci v intervalu—z—t;,OO)
L b
klesajici v intervalu(—co,——)
2a
Lo b
b) pro a<0 rostouci v intervalu ée,—2—>
a
Lo b
klesajici v intervalu (—2—,+oo)
a

5.2. Nepiima umeérnost

Definice: Negima Unérnost se nazyvé kazda funkge= L R-{0} kdek je libovolné
X

realnéislo izné od nuly.

Grafem nefimé ungrnosti je hyperbola.
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Plati wty:

1) Funkcey= E je:a) pro kazdé > 0 klesaijici v intervalech ¢ ,0)
X

(0,+), hyperbola je v I. a lll. kvadrantu.
b) pro kaZzdék < O rostouci v intervalech ¢ Q)

(0,+), je hyperbola ve Il. a IV. kvadrantu.

2) Obor funknich hodnot funkcey = K ,je pro kazdék # 0 roven R ={0}.
X

5.3. Mocninné funkce
Opakovani: n - celé kladné&islo XX.—X =X"
n= 0, x£0 x°=1

1

n-celé zapornéislo, x# 0 x" =—
X
Zname: y=x', y=x*, y=x° proxz0
Rozdleni: a) y=x" x[OR,ncelé kladn&islo
b) y=x° xOR-{0}
c) y=x" x R—{O} , h celé zaporné
a) y=x" xR, ncelé kladn&islo

Véta: Pro kazdé lichéelé kladn&islo n je fce y = x" rostouci a jeji obor hodnot je

mnoZinou vSech realnyetsel.
Pro kazdé sudelé kladn&islo nje fce y = x" klesajici v intervalu
(<0,0) arostouci v interval{,+c ,)eji obor hodnot je interval0,+o )
by = x° xOR-{0}
0

X = 1= y=1 ale x#0

Je to graf konstantni funkce s vyjimkawab prox = Q

cy =x" xOR-{0}, n celé zaporné
4 s 1 L
y=X" zname y=— negima ungrnost
X
5 X7 Y, =X samaejmé x #0
y, =x"* Y, =x7
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Véta: Pro kazdé zaporné calislo n sudéje funkcey = x"rostouci v intervalu

(<0,0), a klesajici v intervalu (Oet), obor hodnot je mnozin& +

Pro kazdé zaporné célslo nliché je funkcey = x" klesajici v intervalech

(<0,0),(0,+). Obor hodnot je mnoZinR—{O}.

Cvi¢eni: y=05x° y=x*- 1
y =-2x° y=x?%+ 2
y =01 y=x"

5.4. Exponencidlni funkce

Definice: Necli aje kladné reélnéislo nizné od 1. Exponencialni funkce o zaklaalse

nazyva funkce y=a* xOR

v

pir y, =27
<[5
3
Véta: 1. Obor hodnot funkcg = a* je pro kazdéa>0, a #1, interval (0,+x).
2. Fcey = a” je pro kazdéa > 1 rostouci, pro kazdea Ll (0,1) klesajici.
3. V bo#l0 je hodnotafce y =a* pro kazdéa>0 rovno 1.

4. a) Pro kazd@> 1 plati: je-lix <0, paka*< 1,
je-li x>0, paka>1.
b) Pro kazdé Ll (0,1) plati:je-lix< 0 paka*> 1,

je-li x >0, paka*< 1,

L 2\ 1)"
Cviceni: == =— =
ey (3) Y (?J

y=15" y=2"- 1
y=(2) y = 2(025)"
5.5. Exponencidlni rovnice

vyskytuji se zde mocniny s neznamou v exponentu.

Véta: Pro vSechna realriisla x, y a pro kazdé kladné realnislo a # 1plati:

je-li a*=a’ pakjex=y.
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Cvi¢eni: 5%*=1
1=5"
04*=1
0,25= 16
1 _
81
625=5
(6)* = (025)

BEE

5.6. Inverzni funkce

pi: Narysujte inverzni funkci
k funkci y =2x+1
x 0 1-1
y 1 3-1

u inverzni funkce

Xx=2y+ 1

=—X-——
Y 2 2

¥ 9
4*= 64
5 125
2 05
45—)( = 4X+3
161
106 001
10 = 1000
0,01= 10000
0,01= 100000
0,1= 001
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V tabulce totéz x 1 3-1
y 0 1-1

5.7. Logaritmické funkce
Definice: Necli aje kladné realnéislo rizné od 1,f exponencialni funkce o z&kladu
(try=a%)
Logaritmicka funkce o zaklada se nazyva takova funkagpro kterou plati:
[d,c] Ug praw tehdy, kdyz[c,d]O f .
Véta: Graf funkceg je soundrné sdruzeny s grafem funkcepodle osy 1. a 3. kvadrantu
kartézské soustavy si@dnic.
y =loga* Cteme logaritmusx pri zakladua
je inverzni k exponencialni funkcy = a*
Véta: 1) Definiéni obor logaritmické funkcey = loga*je pro kazdéa LI R*—{]} roven
intervalu (0, 4e0)
2) Obor hodnot logaritmické funkce =loga*je pro kazdéa [ R*—{l} roven
mnoZirg R vSech realnychbisel
3) Funkcey =loga* je a) pro kazdé > 1 rostouci
b) pro kazdéa LI (0,1) klesajici
4)logal=0

5) a) pro a> 1: je-li x< 1, pakloga<O0
je-li x > 1, pak loga >0
b) pro all (0,1): je-lix<1, pakloga >0

je-li x >1, pakloga<0

v

pi: log, x< log, 4
logys 5<l0g,¢ X
5.8. Logaritmus

Definice: Logaritmusx o zakladua je takovécislo y pro réz plati: umocnime-li
jimsislo a, dostanemex,, piitom a L R* {1}, xOR"

log, x=y pra¢ kdyz a¥ =x
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Véta: 1. pro kazdé O R* {1}, xOR* plati: x = a%,*
2. pro kazda O R* {1} plati: a)log, a=1

b)log, 1=0
pr:
1) log, 49= 2 3Jog,t= 2 —t=6=36
2) Ioglol—(l)c =-2 4)log,10000= 4 =a'=10"=a= 10
pi:  log,, X = x=11010° 1 107
' 10 '100(
pic  3%%° =2 - dle 1. ¢ty
10°%™ = 10 - dle 1. &ty
pr: log,25=2 a=5
log, 81=4 a=3
1
log, 8 =-3 a=—
9a 5

5.9. Véty pro poéitani s logaritmy

1) log,(xy)=log, x+log, y
Logaritmus so&inu dvou kladnyckisel je roven sattu logaritmi jednotlivychgéinitelu.

2) log, X log, x—log, y
y
Logaritmus podilu kladnyctisel je roven rozdilu logaritindélence a dlitele (v tomto
poradi)
3) log, x’ =y.log, x
Logaritmus mocniny kladnéh®isla je roven satinu exponentu a logaritmu zakladu
mocniny.

pi: log,s 6+ Iogoﬁg = '090,5[6%) =log,s4 = Iog1 4=-2

2

4 ~5

pi: 4.log, 3+ 5.log, 2-log, 12 = log, 31'5 = Iogﬁ(33.23) = Iogﬁ(63) =3
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pt: log,,20+log,,50=

log,,20=1log,, 02 =

log,7 +log, 8l

7

log;50-1log. 2 =

log,4™%°=

log,9%° =
Poznamka

log;, m= |oglo(ml '106) =log,,m +¢
Logaritmus kazdéeho kladnékitsla m o zakladu 10 Ize psat ve tvaru &aulog,, m,,
kde m [0(110) a celéhaisla c.
Je zejme, ze logym, (¢ 01
5.10. Logaritmické rovnice
Véta. Pro kazdé kladné realdéslo arizné od jedné a pro vSechna kladna reéisia
X,y plati: je-li log,x=log,y, pak x=y.

pi: log,,(x +2)~log,,(x —1) =log,, 100~ log,, 4

x+2 100
|0910 ﬁ = |Oglo —_—

4
X+2 o5
Xx=1
X+2=25x—- 25
ng + zkouska

Poznamka — ukazat, je-li misteg,,100= 2

pt: 2log, (x-1) = 05(log, x° - log, x)
log, (x-1)* =log, x*

(x-1)? = x?
-2x+1= 0
2x=1
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Zkouska: Ly = 2.10g,(05-1) = 2.log, (-05) !!

(x-1)> 0 = x> 1 ,¢&islo 0,5 neni kienem rovnice
Mnozina Keni rovnice je prazdna.
Rovnice jde upravit i jinak: 2.log,(x-1) = 05.log, x*
agl (x-1) = 2.log, x
Xx-1=x
-1 = 0 I NeméteSeni...
pi: (log,, x)* +2log,, x-3=0

substituce  log,,x=y

U
y>+2y-3=0
Yio = (o
a) log, x=1 b) lgg= -3
x= 10 x=10"
+ zkouSka

MnoZina viech kemi P ={1010?}
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pi: 2+3* =32
2+3 =33
2+3= 39
2=3"9-3"
2 =8*(9-1)
2=18.3 log,,” =log,, 025

3X

x.log,,3* =log,, 0, 52

3X

ANl oolN

x.log,,3=10g,,0, 25

3*= 025 X =—=210 7=

pi: log, x=05.l0g,11
log,s X=10g,54+10g, J7 -0,5.l0g,5 1 [4,/7
log,,(x +4) = log,, (3x-1)
log, (4-3x)=0
log, (x2 ~1)=1
log, (y +3)-log, (y +1) = log, (y - 3)
log, (y +2)+log,(y+14) =6
2-log,,5=1log,, y
(log, x)* =3.log, x-10=0 substituce

(log, x)* - 2log, x = -1 g

2* =100 néyek logaritmovat
_10

3 11
53—)( - 32)(—1

5X—2

5.11. Piirozené a dekadické logaritmy

Hleda se takovéislo €, aby graf exponencialni funkcg=e*mél s osou I. A
[ll. kvadrantu jediny spotay bod.
e = 2,718 Eulerovaislo
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Logaritmickou fci pii zakladueznaime y =log, x obvykle Inx

hovaime o glirozeném logaritmu

Je-li zaklad 10— dekadicky logaritmus

In1C = 2,3C

Inx=2,30.l0
log, = 043 o

lag= 043.In x

Véta: Pro kazdé kladné redldéslo x a pro vSechna kladrigsla y, zrazna od jedné plati:

pr: Vypoctéte log,5

je-li: a) log,2=0, 301  log,5=0,699

b)In5=1 609 In2=0, 693

a) logs=.0%0> _ 0699, 4,
log,,2 0301

b) |og2 5 :In_5 = @ =2322
In2 0,693
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6. GONIMETRIE A TRIGONOMETRIE

6.1. Uhel a jeho velikost

stupiova mira - 1 = plny Ghel : 360
obloukova mira - 1 rad (radian)
360° ......... 2n rad

1rad =57°17'4 %

Q.nm x.180
=— a =
18C T
pievod stup# na radiany fepod radiany na stupn

Véta: Zobrazeni U mnozinR do jednotkoveé kruZnice je dano:

1. Kazdému realnémtislu x, [1(0,277) ptitadime bodK [k pro ktery plati:

a) Uhel JOK jeasti thlu JO) jako svowast ( prox, D(O,%))

nebo obsahuje uhel JQdko svouwéast (prox <g ,277))

b) Délka oblouku JK je rovng,, vzhledem k tomu Z& je jednotkova kruznice, je

X, zarové ¢iselnou hodnotou velikosti uhlu JOK v obloukové&eni

2. Je-lixR-(02n )najdeme nejprve takove, [1{0,277 gtakovémUZ , pro rez plati
X, U X, + Mm.277.

Potom piradimecislu x stejny bodK jaky je gitazencislu X, .
6.2. Definice goniometrickych funkci

Definice: Fce sinus se nazyvdce, které pat praw vSechny usp@dané dvojice
[ny.] kdenOR
y =sinx
Definice: Fce kosinus se nazyvdce, které pat praw vSechny usp@dané dvojice
[n,x.], kdenOR
y = COSX
Definice: Fce tangens se nazyvéce dana rovnici

_ sinx
COS X
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Definice: Fce kotangens se nazyvice dana rovnici

_ cosX

sinx

6.3. Uréovani hodnot goniometrickych funkci

1) Tabulky - jen ve stupnich (radiany nutrie\gst)

2) Kalkulatka

3) Graficky - jen ve stupnich (radiany nutni@yeést)

pi: sin60° +2c0s60° —cos30° = ? + 2.% -

7l 7
i tg—+cotg—=1+1=2
pr 94 94
pr:  cotg30® —tg60° =+/3-4/3=0
.. .25 (1 1 1
pt: Sin—m=sin =7+ 227 |=Sin—mT=—

6 6 6 2

p: cos(-1170°)=0

-11707 _
18C

cos (-1178)=cos(-6,51)
cos je periodicka s periodow 2

dle vzorce x = -6577

2

cos(- 657) = co{g - 4.271) = co{g nj =0

6.4. Grafy goniometrickych funkci

1

85

a) y =sinx
/ N | /
\ / /
\ / /
4 \ \ /
/ \ oc \ / /
/ \ i Y 4 \ 7 7 \
/ \ / \
/ \ | \
/ \ / \ / / \
6,28 4]7 3]\ 1|57 o/bd 167 B, 471 4 785 Ae 11 12]57 15[x1 B 13
X 7 / \ s
\ / \ / \ {
\ ol \ / \ 7 \ /
7’ \ 7
/ \ ]
/ \ /
/ \ V4
N o 7
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b) y = cosx

N~
\\ s

N
P
[43]

I~
L4~T

L~
L

=
™,
™~

-6,28

57 opdg

15171

L LA

N,
T

7
/f‘

Cvideni:

pi: Graf y =sin2x

. 1
=sin 2X+—77
Y ( 3 j

6.5. Vlastnosti goniometrickych funkci

SinUsX
kosinusx

Definiéni obor obou funkci je mnoZina viech realngtsel tj. x 0 (— o, 00).

Obor funknich hodnot obou funkci je intervét11)

Véta pro kazdéxd R a pro kazdén[J Z plati: sin (x+2m ) = sinx

sinus
kosinus

sinus
kosinus

tangensx

kotangensx

rostouci
klesajici

sinXx
COS X

COosX

sin x

klesajici
klesajici

COX(+ 2mn = cos X

klesajici
rostouci

n
@m+ﬁ§
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Defini¢ni obor fce tangens je mnozina vSech realngésel fiznych odg +2mir

3 o R
a §ﬂ+ 2msr kde mje libovolné cel&islo.

Jinak: mimo lichych nésolﬁl«“:islag

Defini¢ni obor fce kotangens je mnozina vSech reélnyisel tiznych odm.z,

mje libovolné cel&islo.
Obor funknich hodnot je mnozin& tj. (-0, )

Véta: Pro kazdé z defineniho oboru fce tangens (kotangens) a pro kazdél Z
je tg(x+mmn) =tgx

cotg k+ mn) = cotgx
sin(=x) = +sinx

DalSi vlastnosti: 1) xR
COS(X) = —cosx

71
£ 2

OXOR (2m+1)2} mOz
tg(—x) = —tgx

3) xUR x#mn

cotg(} = —cotgx

4)x[] (o,g)
sinx = sin(77- x) = —sin(77+ x) = —sin(277- x)
cosx = —cog 77— x) = —cod77+ X) = cod277 - X)
6.6. Goniometrické rovnice
pi: sinx= 05
Reseni nejtive v (0,27)

=7
76

X, :gn perioda je Zi
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Resent: % +2miT mOZ

5n

5 +2mm mUZ

pi: coigx =-1,28

Resime v intervalu (H180° )

colgx =-1,28

-colgx = cotgx' =1,28

iitom x [1(0° 90°) = x' = 38°
plati: x =180 - X
x =142
- perioda 180

feSeni: 142+m.180° mOZ

pi: cos@0’ + x) = - 086

substituce y = 30° + x

coy =- 086

cosy, =cosy, =—-086=—cosy,
y, =30°40
y, =180° —30°40' =149°20'
y, =180° +30°40' = 210°40'
x, =y, —30° =119°20'

periodar2= 360
X, =y, —30° =180°40'

0
Reseni: 11820’ + m.360 mOZ
180°4 0+ m.360°

2c0oS’ X—7cosx+3=0
substituce cosx =y
2y?-7y+3=0

D=(-7%)- 423=25
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y, =3
Y, =05

cosx, =3 ——
cosx, =05

Y /.
reseni: §+2mﬂ

5

§ﬂ+ 2mrmr mUZ
Vzorce:
1) sin®x+cos x=1
n
2) tgxcotgx=1 X # mE
3) sin(x+ y) = sinxcosy + siny.cosx
4) sin(x— y) = sinxcosy —siny.cosx
5) codx+ y)=cosxcosy -sinxsiny
6) cogx-y)=cosx.cosy+sinxsiny
7) sin2x = 2sinXcosx
8) c0s2x = cos X —sin® X
9) sinﬁ _ /l—cosx
2 2
10) cos~ =1/1+COSX
2 2
11)sinx+siny = 2sin Xt y.cosx_ y
2 2
12)sinx—-siny = 2.cosX+ Y sin®"Y
2 2
13)cosx +cosy = 2.cosXJr y .cosx_ y
2 2
14)cosx —cosy = -2sin X; Y sin X; y
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6.7. Sinova Wta

Uziti pro hledani velikosti stran a whl libovolném trojuhelniku.
V¢éta: Nechlt ABC je libovolny trojuhelnik, jehoz vriti ahly maji velkosta, S, x a strany
délkya,b,c.

a _ b _ c

Pak plati: ——=——=—
sinag sing siny

Jinak: Pondr délky strany a hodnoty sinu velikosti protilehdélhlu je v trojuhelniku
konstantni.

Uziti: a) je-li dana délka jedné stramyelikosti dvou vnitnich Uhti
b) jsou-li dany délky dvou stravelikost vnitniho Uhlu proti jedné z nich.
pi:  Trojuhelnik ABC, danoa = 0,845 5 = 0,682 c = 524m

Reseni: v kazdém trojuhelniku je setuvnitnich thti roven 2. Uhly jsou zadany
v radianech.

Uhel ABC=y=n-a-=n-0845-0,682=1615=1615

A L C = SNA 55, 0748 390
sina siny siny 0,999

a _ b b=gSNA _ 392@)_b 330m
sina sing sma 0,748

pt: Trojuhelnik ABC dano;y = 72°10',b = 854m,c =1082m
Urcete ostatni Uhly a strany trojuhelniku.
uhel ABC =8
b __ ¢ :sinﬁ:E.sianE'.siszlO' =sinfB =0,751
sing siny C 182
B, =4840

0
A0 280 B, =131°20

B, nevyhovuije, neld B, + y = 20330

B = 4840

a=180° - B - y =180 —48°40' - 72°10' = 59°10'
a =59°10'

46



a2 =% —a=c 3N _10gp 98987
sina siny sin y 0,9520

a=9;76m

9,76

Véta: Pro obsahStrojuhelniku, jehoz strany maji déllajb,c a vnitni thly a, 8, x

plati:

1 . 1 . 1 .

S==absiny ==acsinf ==bcsina
2 X 2 d 2

pf: Trojuhelnik ABC:a = 2510m,a =63°, 3 =38 S=?

1 .

S==absin
5 X

- - 0
.b _ .a bza’s!nﬂ=25’1’s!n380 =25,1.0’6157:17,34
sing sina sina sin63 0,8910
b=1734m

x=180 -a - =180 -63° 38 = 79°
x=79

1 .
=—absin
5 X

S =%25 11734.sin79° = 21762.09816= 2136m*

Obsah trojihelniku je 213 8°.
6.8. Kosinova wta

Véta: Nechlt ABC je libovolny trojuhelnik, jehoz vrii Ghly maji velikosta, S5, x
a strany délkg,b,c.
Pak plati: a)a® =b* +c* - 2bccosa
bY? = a® +c® - 2accosf
c)c® =a® +b® —2ab.cosy

Uziti: a) jsou-li dany délky vSecthitstran a mame it Uhly
b) jsou-li dany délky dvou stran a vekahlu jimi seveného
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pi: Trojuhelnik ABC,a = 69m,b = 43m,c = 31m
ukit uhly a, 8, x

z Kosinové &ty a® =b” +¢? - 2bccosa
2 2 _ .2 2 2 _po2
cosa = b +c"—a 43 +31 -69 _ -0,7318
2bc 24331
cosa' =0,7318
a' =43
a =180 -43
a =137
ahel g

z kosinové ¥ty: b? =c? +a® — 2accosf
c’+a’-b’
2ca

312 + 69% — 4.3
23169

B =251 0

cosp =

=0,9053

cosp =

x=180-a-p
x =180° -137° - 25°10' =17°50'
X =17°50'

a =137, 3 = 25°10, y =17°50'

a=5134m,b =34,75m, y = 64°30’

pi: Trojuhelnik ABC,
c=?a=?[="7

C: c® =a® +b* - 2ac.cosy
c? =5134% +34,75° - 251 3434,75c0s64°30' = 2307 24
c=4803m

[ pomoci sinoveé é&ty:
b c

sinf siny
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sing = Esin)(
c

34,75

Sin64°30" = 0,6530
4803

sing =

B = 40°46
B, =13914' —nevyhovuje- B, + x)180

proti WtSi strag lezi WtSi uhel
[ =40°46

a =180° - B - y =180° — 40°46' - 64°30' = 74°44'
a = 74°44'

Cc=4803m, B = 40°46,a = 74°44'
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7. KOMBINATORIKA
7.1. Zakladni kombinatorické pravidlo

Véta: pacet vSech uspgadanych dvojic, jejichz prvrdlen Ize vybrat préa¥ n, zpisoby
a jejichz druhylen Ize po vybru prvnihoclenu vybrat pra¥ n, zpisoby, je

rovenn, . n,.

Véta (zobectini): Patet vSech upi@danychk -tic, jejichz 1.¢len lze vybrat pray n,

zfiisoby, 2.¢len po vylgru 1.¢lenu praé n, zpisoby atd., ak —ty ¢len po vykru

(k —1)- hoclenu pra¢ n, zpisoby, je rovem, . n,. n,....n, .

pi: 1 Z mésta A do ndsta B vedou 4 cesty, zasta B do nista C vedou 2 cesty. tate
paet rtiznych cest, které vedou z A do C a prochazefithimpp méstem B.

Resen: A - B.... 1234
B-C..ab

VypiSeme dvojice][l, a], [2, a], [3, a].[4, a],
[1,b], [2,b] [3,b],[4,b]

A-C8cest také4.2=8

pi: 2 Kolik dvojjazynych slovniki je treba vydat, aby byla zaj&ta moznost fgkladu
z RJ, AJ, NJ a FJ do kazdého z nich.

Dvojice [R,A], [R,NJ], [R,F],
[AR], [AN], [AF]
[N.R], [N,A], [N,F],
[F.,R], [F,A]l, [F,N], = 12 dvojic jinak 4.3 =12

pi: 3 Urcete p@et vSech trojcifernychirozenychéisel, v jejichz dekadickém zapisu
se kazdéislice vyskytuje nejvyse jednou.

Uspaadané dvojice (Ize vypsat)
1.¢len z 9 cifer ( nelze pouzit 0)
2.¢len z 9 cifer {oyla cifra 0)

3.¢len z 8 cifer
9.9.8=648 trojcifernycisel dané vlastnosti
7.2. Variace

definice: Variacek —té ttidy z nprvka je kazd4 usp@danak —ticesestavena zthto
n prvka tak, Ze kazdy je v ni obsazen nejvySe jednou.Rlbdaspdadi prvki.
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n=k

pokuch< k variacek —té nprvkia neexistuje

pi: NapiSte variacereti ¥idy z prvka 3,5,7,9

[3,5,7].......

[3,5,9]...... pro pt variaci teti #idy ze 4 prvk plati:
[3,7,9] ..... V,(4) =4 .3 .2 =24 moznosti
[5,7,9]......

Véta: Paet V, (n)vSech variack - té tiidy a zn prvki plati:
V. (n)= n(n-1)(n-2)....(n-k+1)
7.3. Permutace

Pii sestavovani variad —té tridy z nprvka dostavame uspadanék —tice, které v pipadcs
k < nse liSi_umisinim jednotlivych prvki s tim, Ze obsahujiiznéprvky.
pi: Variace teti #idy ze 4 prvk 1,2,3,4

[1,2,3,[3,1,4 liSi se usptadanim (umishim)

[1,2,3,[2,3,4 neobsahuje tytéz prvky

V piipact k=n k —tice se liSi pouze uspédanim

= kazdy prvek je zde préyednou.
Definice: Permutace m prvki je kazda variaca —tétridy z €chto n prvka.
P - Ppermutace 2 prvki.
= je to variacen —téttidy z €chto n prvka.
V. (n)= n(n-1(n-2)...(n -k +1)
alek=n
Pey =V, (n)=n(n-1)(n-2).....321

= to znamenaR,, = n(n-1)(n-2)...21

«—

tento sotin zn&ime n!
¢temen faktorial )

Definice: Pro kaZdé celé kladiislo n je n!=1.2.3....(n-2)(n-1)n
Pran=0 jeolr=1

Véta: Pro pdet vSech permutaciz prvki plati B, = n!
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Pf: Urcete p@et vSech @ticifernych girozenychéisel, v jejichz dekadickém zapise je kazda
z ¢islic 0,1,3,4,7
Reseni: musi tam byt viechny cifey jedna se o p@t viech permutaci z privkale Zadna
nesmi zaéinat nulou.
Patet vSech permutaci z 5 piivk Rg) =5!

Patet vSech permutaci, které maji na 1. mistlu B, = 4!

Vysledek: B — R, =5-4!=96

5!=5.4.3.2.1=120
41=4.3.2.1=24

Pt.: Na sclizi mluvi pst fecnika.

a) Kolik je moznosti peadi jejich proslow

b) Kolik je moznosti, Ze B mluvi ihned po A

c) Kolik je moznosti, Ze B mluvi po A
Reseni: a)R, =5!=120

b) Ptadi AB nahradime X
p[C,D,ABE], [ABEDQ............
[C.D.X,E, [XED(C............
tj.permutace ze 4 pivk B, =4!=24

c) Ke kazdému proslovu, kdy B mluwiA existuje peadi, kdy A mluvi po B

[ C,AB,D,E] -[ C,B,D,E]
[ AE,D,C,B] {B,E,D,C,A]
tj. vyhovuje jen polovina
1 1
SRy =355 =80
Uv&domit si: (n+1)=(n+1)n

(n+2) (n+1)
(h+1) n
n(+2) = (n+1)! (n+2)
nE1)! = n! (n+l)
(h+1)(n+2) ni(n+1)
(n+1) n!

pi: Zjednoduste:

= (n+2)-(n+1)=1
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Cviceni:
1_ 3 _n*-4_(n+2)4+1)-3(4+2)-n*+4 _n’+3n+2-3n-6+4 _

n (n+1) (n+2) (n+2) (n+2)
__ 0 _
T2 0

1)

2) 5 mistna lavice 2 c§jt sedtt vedle sebe.

AB=X
N= 4321=24

BA=Y — 4%pisohi
N= 4321=24

7.4. Kombinace
nezalezi na uspadani, zalezi které prvky obsahuiji.

Definice: Kombinacek —té t¥idy z nprvka je kazdék - prvkovd podmnozina mnoziny
uwfené Emito nprvky.

C.(n) - kombinacek —té tiidy z nprvki
pi: Urcete vSechny kombinace druliey z prvka 3,5,7,9

Reseni: Jsou to dvou prvkové peommoziny
3579,  t4:{37.{35{39
{57},{59}.{79

Vztah mezi variaci a kombinaci  C,(n) = %.\/k (n)

n
(kj se nazyva kombigai ¢islo

n |
Definice: Pro vSechnarpozenadisla n,k takova, zen=k je L
k) k(n-k)

Véta: Pro poet C, (n)vSech kombinack —té tiidy z nprvki plati:

c. (n)=[£j.

Poznamka: vysitleni pr@& 0!'=1
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nl
C\n)=———
(n) ki(n—k)
Pro k = nexistuje jedina kombinack —té tfidy z nprvka tj. nprvkova mnozina ma

jedinou n prvkovou podmnozinu a to sebe sama plati:
C,(n)=1  pokudk=n

n nl

Ck(n):k!(n——k)! n!(n—_n)!:%:lzmzl

pi. Urcete kolika zfisoby mize shromazghi 30 lidi zvolit ze svého &du ticlenny
vybor. Srovnejte zvolitipdsedu, mistadpdsedu a pokladnika.
Reseni: V trojicich nezalezi na uggdani a kazda osoba je zde nejvyse jedaou
jedna se diprvkové podmnozZinyticetiprvkové mnoziny,tj.o kombinace
teti tidy ze ficeti prvki:

30 30 30
= = = =4
C:(30) ( 3] 3(30-3) 327 060

TFiclenny vybor niize shromézghi zvolit 4060 zfisoby.

Srovnani: V kazdé zvolené trojici zalezi na tom kel gedsedou, mistdgpdsedou a
pokladnikem, jedna se o ugpané trojice. ProtoZze kazda osoba je v této trojic
nejvyse jednou, jsou tyto trojiciace teti #idy ze 30 prvk:

V,(30) = 302928 = 24360

Shromazdi miZe zvolit vybor 24 360 4soby.
pi: K U¢asti na turnaji seffhlasilo 6 druzstev. Wete péet vSech utkani, hraje-li se
systéemem kazdy s kazdym.
Reseni: Ve dvojicich nezéalezi naradi, tj. hraje-li A s B je to stejné jako B s A.
V &chto dvojicich se kazdé druzstvo vyskytuje nanejegou, nebd
Zadné druzstvo se neutka samo saisebokombinace druhé&idy

ze Sesti pruk

02(6):(2] :% =15

Celkem se musi hrat 15 utkani.
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Cviceni:
1) Urcete, kolik gimek je uteno 10 body, jestlize Zzadné 3 z nich neleZfimnpe.
Reseni: Kazda kombinace druliiily z deseti boil uréuje jedna gimka.
10) 10
C,(10)= =—=1[4
,(10) (ZJ g~ 149
2) Urcete, kolika zfisoby miZze utvdgit 15 chlapé a 10 divek tanmi par.
Reseni: Dvojice majitizné osoby a nezélezi na usiani. Ze viech:

C,(25)= (25]

2

minus dvojice tviené jen chlapci a jen divkarma to nejsou tan®i pary.

C,(25)-C,(15)-C,(10) = (ZSJ - (15j - (10} =150

2 2 2

Jinak: UZiti kombinatorického pravidla ugadané dvojicgéchlapec,divkh
vylér chlapce 15 moZznosti
vyker divky 10 moznosti

15
=15.10=150
10}
7.5. Vlastnosti kombina¢nich ¢isel
s n . ;
Kombinani ¢islo (k} n,k pirozena
n =Kk
| |
1) k=0 |["|=— T =" 4
0) o(n-0) ol
0
2) n=0 U=1
0
k=0
| -
3 k=1 M= _n(n 1)!=n
1) 2(n-1) (n-1)

jinak: je todat jednoprvkovych podmnozinprvkové mnoziny
¢chijen
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V¢éta 1:Pro vSechnatipozené&cisla n, ktakova, Zzen = k, plati:
n ) _(n
n-k k

Dukaz: (n T kj = (n _rlli)!.k! " (nn!— k) ) (EJ

V¢éta 2: Pro vSechnaipozenagislan, k takova, Zzen > k, plati:
n n n+1
+ =
(kj (k +1] (k +1J

. X X
pi. ReSte rovnici: j +( j = %
2 X

(x+1 _5x
2 2
(x+1)x _ 5x
2 2
x> +x-5x= 0
x*=-4x= 0
x(x-4)=0 x, =0 -nevyhovuje

X, =4 -_vyhovuje
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Pascalv trojuhelnik

o)

NI

J B 06
e 1 I (R
samne (4 (0 (0 (4 ()

N Y[ B A TAN

n=k

Ciselné vyjateni:

1510 10 5 1

n n
symetrénost =
HEt
Souet dvou sousedniatisel =¢islu v nasledujicintiadku pod jejich sedem
n n n+1
+ =
(kj (k +1j (k +1j
7.6. Binomicka véta

(a+b)’ =a® +2ab+b? - uspiadané dvojice

(a+b)’ =a® +3a’b+3ab® +b° - uspadané trojice
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V¢éta: Pro kazdéa, b a kazdé firozenécislon plati:

vytvorili jsme binomicky rozvoj
ma _binomické koeficienty

Binomické koeficienty v binomickém rozvoji vyrafa + b)" tvoii radek Pascalova

trojuhelniku.

Véta: Kazdan - prvkova mnozina ma pra2" podmnozin.

4 4 4
pi: (@a+b)* + (Ja% + (z)azbz + (3]ab3 +b* =a* +4a% + 6a%h® + 4ab® + b*

9
pi: Vypoctéte sedmytlen binomického rozvoje vyraz(usz —lj

X
9 °® o
(2xf .(—lj =% oo L =672
6 X 613! X
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8. PLANIMETRIE

8.1. Podobnost trojuhelniki
Opakovani shodnosti trojuhelrik
A ABC C A ABC’
Véty: Dva trojuhelniky jsou shodné, jestlize se shbdu
1) ve vSechitech stranach (sss)
2) ve dvou stranach a uhlu jimi gemém (sus)
3) ve dvou stranach a vuhlu pro#itsi z nich (ssu)
4) v jedné stratia ve dvou uhlech k nifiehlych (usu)

Definice: Podobné zobrazeni (podobnost) v réviazyame kazdé zobrazeni
Vv rovill takové, Ze existuje realdéslo k > 0 tak, Ze pro libovolné

bodyA, B dané roviny a jejich obrazy', B' plati:|A'B| = k|AB|
¢islo k se nazyvéa pogm podobnosti. (koeficient podobnosti)
Véty: Dva trojuhelniky jsou podobné, jestlize :
1) se shoduji ve dvou uhlech (uu)
2) se shoduji posry vSech odpovidajicich si stran (sss)
3) jsou si rovny poréry délek dvou stran a jsou-li shodné uhly jimiigne (sus)
4) jsou si rovny poréry délek dvou stran a jsou-li shodné uhly prétsim z nich (ssu)

Dbat na uspd-adani vrchoha!
VSechny rovnostranné trojuhelnikityerce a kruznice jsou podobné.

= znak podobnosti
Shodnost je zvlastnifipad podobnostiK=1)

Pr: Stin stromu ma délku 9 m, stin svislé metrowe tya v tutéz dobu délku 1,5m.ddte
vySku stromu.

A ABC=A PQR  (uu)

AB|_|AC _ipglAC
toled  =la-palag

59



9
AB=1—=56
| B| 5 -
Strom je vysoky 6 meit
Cviceni:

1) pi: Stin wZe m& délku 57 m, stin svislé metrovéetyna v tutéz dobu délku 150 cm.

VypGtéte vySku ¥ze. [38m]
. 7 4 0
2) pi: A ABC: azgm,bzgm,)(:SS
7 0
A ABC, : alzzm,b1:2m,)(:55
Jsou podobné? [ang]
3) pi: A ABC: |BC| = 6cm|AC| =8cm |AB = 9cm
A ABC':  |B'C|=5cm|AC|=66cm|AB|=75cm

Jsou tyto trojuhelniky podobnénejsoul
8.2. Pythagorova ta

Véta: Obsahttverce nad feponou pravouhlého trojuhelniku je roven&awbsak ¢tverai
nad okma odwsnami.

c, =a’+b’

pi: Urcete délkuv/2 a délku+/3.
pi: Je-li strana rovnostranného trojuhelnikuvypaitéte jeho vysku.
pi: Je-li vySka rovnostranného trojuhelniku vypcitéte jeho stranu.

pi: Mostni kruhovy oblouk ma ro2g 2a, vySku v, ukete polomdr r .

2 2
[v:%3 azz'T\/g.v r:azJ:/V ]

Pythagoras ze Sam(580-800 p.n.l.) fecky matematik a filosof

Euklides z Alexandri¢ 365-300 p.n.l.)

véty a powky tvori obsah tzv.euklidovské geometrie

8.3. Euklidovy véty
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a+pB=90 = UhelBCD=a

uhel ACD= g
dle A ACD=A CBD
a zarove A ABC=AACD
A ABC=ACBD
z toho, Ze A ACD=A CBD = ‘% :‘% = |AD||BD|=|CD|" = v* =c,c,

V¢éta o vySce:
Véta: V kazdém pravouhlém trojuhelniku je obsé&erce nad jeho vySkou roven
obsahu obdélnika sestrojeného z obouilszkiepore.

2

v: =c.c,

Véta 0 od¥sn®

Véta Vv pravouhlém trojuhelniku je obsétverce nad jeho odgnou roven obsahu
obdélniku sestrojeného z celégony a Useku nagport k dané od¥sre prilehlého.

a’=cgc

b*=cc,
8.4. Obsahy a obvody rovinnych obrazé

Trojihelnik ~ §=2Va = D% _ CVe
2 2 2

1 . 1 ) 1 .
S==absin y ==acsinf = =bcsina

2 X 2 P 2
o=a+b+c

vySka A: ¢ast kolmice spusha z vrcholu na préfSi stranu
téZnice A: spojnice vrcholu seigtdem praijSi strany

v

stredni icka A: spojnice dedi stran
vlastnost: je rovnébna se stranou, jejizietlem neprochazi je polovina strany
jejizistdem neprochazi
stred kruzniceA opsané — fiisik os stran
stred kruzniceA vepsané — jisetik os uhti
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S=—-— r - pomer kruznice Aopsané

= C __ & _ b
2siny 2sina 2sing

Heroniv vzorec:

s=Jfs-afs-bfs-)  s=2rE

Ctyithelniky
Rovnol¥znik  S=av, =hy, =absina
o=2(a+h)

je ¢tyruhelnik, ktery ma préjSi strany shodné a rovné&mé, uhlopicky se navzajemipi

Ctverec S=a,= % n

o=4a
Uhlopicky se i, jsou shodné a na sebe kolmé |ze mu vepsatatdpsznice

Koscitverec S= % n,.n,
n_n,- Ghlogricky
Obdélnik S=ab
o=2(a+b )
Uhlopricky se mili a jsou shodné, nelze mu vepsat kruznice, lzepsat kruznice.

Lichobsznik  S= %.v

0 = z, + Z, + ramenot+ rameno

je ¢tyruhelnik, ktery ma dy/pro&jSi strany rovno&Zné a d¥ riznokezné

Obecny n - thelnikS- rozdli se na trojuhelniky a jejich obsahy sétea

0 - souet
8.5. Délka kruznice a jeji ¢asti (kruhovy oblouk)
o=2m
o=rnd = f—s'rc.a

Kruznice je mnozina badv rovirg, které maji od danéhoretiu stejnou vzdalenost
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8.6. Obsah kruhu a jehoéasti

Kruh je mnozina boilv rovirg, které maji od danéhoistlu stejnou nebo mensi vzdalenost

nezr.
2
S=rr? S= 7id
4
Kruhova vysé
2
S= ch a a ve stupnich
1., .
:Er B S v radianech
1 . T
:Er.l | délka gislusného oblouku
X Vv radianech revody stuph — radiany
a ve stupnich =an
18C
radidny- stupré
x.180
a=
T

Kruhové use
ay = obsah kruhové vyge — obsam\

b;S:%rz(,B—sin,B) [ - stedovy Uhel
£ v radianech

pi: Vypoctéte délky stran rovnoramennéldoABC, je-li danov, = 84cm ,Ghel

i zakladré o =32°10'.

(o
cotga =2 c= 284.1590= 2666cm
VC
sincr=V—C b= 84 =1577cm=a
b 05324

pi: Vypoctéte velikost Uhlua , ktery sviraji tény t,,t,vedené bodenA ke kruznici

k = (S65mm), je-li |[A§ =115mm
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GhelT,As= 2 sin? = =2 05652
2 2 |AS 115
9~ 34025
2
a=68"50

pi: Na hmotny bod A fisobi d¥ sily téZe velikostiF, = F, = 36N, které sviraji Uhel

65°. Urcete velikost jejich vyslednice.

T

F= 2F1.COS% = 236.c0s32°30' =60,7N

3
I\J‘T’Q
I

pi: Mostni kruhovy oblouk mé& ro2fi 2a =80m, vySku v = 20m Vypodtéte velikost

@rislusného sedového uhlw.

|SS'|2 =r-v

(= a®+v® _1600+400 _
2V 40

50

pi: V pravidelném desetithelniku je poldnopsané kruznice =12cm Vypoctéte délku

strany a pologm kruznice vepsaneé.

a
w=36" sin?=2 :>a:2r—sin%
r

a= 212.0309=7,4cm

S= r.cos% =1209511= 11.4cm

pi: Vypoctéte velkosti vSech vnihich Ghti trojuhelniku ABCo stranacha = 14cm,
b=13cm,c= 15cm a jeho obsah.
Heroriv vzorec s =16cm
s-a=12cm
s-b=3cm
s-c=1cm
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S=+1612.31=24cm’

S:Eac—sin,é’ sin,8=§:o,8

2 ac

£=538
:lcb.sina
sing = éﬁ =0,246
b.c13.15

a=14"15

a+[=6723 x =180 -67°2 '3112°37
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9. KOMPLEXNI CisSLA

9.1. Zavedeni komplexnichéisel

Komplexnicisla se zavedla z toh@avbdu, aby nila kvadraticka rovnicéeSeni i pro

diskriminant mensi nez nula/D pro D <0
V oboru realnycltisel existuje droha odmocnina jen z nezaporré$ia. Proto se zavedla

imaginarniho jednotka, pro kterou plati® = - 1

Tedyv—4=+/i24= +2i

Jak vime, obrazem realny¢fsel je osax, obrazem komplexnickisel je Gaussova rovina
Oxy.

Definice: Komplexniislo se nazyva kazdy dwign a, +a,i, kdea,,a, R

Zapis a, + a,i se nazyva algebraicky tvar komplexnifisla a.

a, se nazyva realné&ast, a, imaginarnicast

Pri znazorrni komplexnicltisel se realndasta, zobrazi na ose, imaginarnicasta, na

osey.
9.2. Pocetni operace s komplexniméisly
Nejprve definujeme rovnost komplexnitisel takto:
a=a +a,j , b=b +b,j ,a=b praw kdyza =b a a, =b,.

Soutet dvou libovolnych komplexnictisel a=a, +a,i, b=b, +b,i definujeme takto:

a+b=(a +a,i)+ (o, +b,i)= (3 +b)+(a, +b,)
pi: (3+2)+(-4-5)=(3-4)+(2-5)i =-1-3

Rozdildvou libovolnych komplexnictisel a=a, +a,i, b=b, +b,i definujeme takto:
a-b=(a, +a,i)- (o, +b,i) = (& ~b)+(a, ~b,)

Souin dvou libovolnych komplexnictisel a=a, +a,i ,b=b, +b,i definujeme takto:
ab=(a, +a,)(b, +b,i)=ab +ab,i+a,ib +ab,i’=
{a.b -ab,)+(ab, +ab)

Jinak: sodin dvou komplexnicisel povazujeme jako sdin dvou dvoglend, kdei? = -1
Pr: (2-3)(3-i)=23-2-33+32=6-2 -9 +3(-1)=3-11
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Podilpti déleni dvou libovolnych komplexnictisel, z nichZ ditel je razny od nuly,
postupujeme obvykle takto: podil komplexnigbel napiSeme ve tvaru zlomku, ktery
rozStime¢islem komplexa sdruzenym ke jmenovateli. Ve jmenovateli dostanexamée
¢islo, kterym pak vy&ime realnou a imaginargastcitatele. Takto uteny podil vZzdy existuje
a je uten jednoznéng.

D¢leni ¢islem nula neni ani v mnoZinvsech komplexnichisel definovan.

4 _ 4 5+i_20+4 _20+4 _10 2

5-i 5-i 5+i 25-i> 26 13 13

4 _ 4 5-i_20-4i _20-4i _10 2

"B+i 5+i 5-i 25-i2 26 13 13

.

9.3. Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

N¢které ulohy s komplexningisly se daji vyhoddiresit, vyjadime-li tatocisla v tzv.
gonimetrickém tvaru.

Definice: Zapis komplexnihdisla ave tvaru

|al(cosar +isina) nazyvame goniometricky tvar komplexnitisla a.

Plati vztahy: cosa = LY

E
B

a se nazyva argument komplexnitisla a.

sing =

Véta I Souin libovolnych komplexnickisel iznych od nuly je komplexwiislo, jehoz
absolutni hodnota je rovna &au absolutnich hodnot obdinitelt a argument
se rovna satiu argument obouginitela.

a=|d.(cosa +isina)
b=|b.(cosB +isinp)
ab = [dlb[coda + B) +isin(a + B)]

Véta 2: Podil dvou libovolnych komplexniahisel tiznych od nuly je komplexrislo, jehoz
absolutni hodnota je rovna podilu &liséch hodnotitatele a jmenovatele a

argument se rovna rozdilu arguragitatele a jmenovatele.
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a_ld
b o

9.4. Moivreova véta

[coda - B) +isin(a - B)]

Véta: Pro vSechnaipozen&islan plati: ~ (cosa +isina)" = cosna +isinna
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10.STEREOMETRIE

10.1. Vzajemna poloha bodi , pifimek a rovin

Zakladni atvary: bod....A,B.....
ipmka...p, q....
rovina.a., T
Axiomy: 1. Dwma ffiznymi body je u¥ena jedina fimka.
2. LeZi-li dvaizné body v rovin, pak gimka jimi ucend leZi v téZe rovén
3. Maji-litizné roviny spolény bod, pak maji spateou gimku, ktera timto
bodem prochazi. Mimo tuidnpku jiZ nemaji spokené body.
4. Rovina je jednozimg urcena:
ayemi body, které nelezi wimce
biimkou a bodem, ktery na ni nelezi
¢) dima riznokEZnymi grimkami
du ddma riznymi rovnokEzkami
A=B body jsou totozné (splyvajici)
A # B body jsou navzajemizné
Al pbod A lezi na pimcep

Al p bod A nelezi na imcep
Allq
Allq

Rovina, které nemaji spa@ley bod se nazyvaji rovnébné Gzné
Roviny, které maji spotmou pra¥ jednu gimku, se nazyvaji rovinyiznokEzné
Roviny, které jsou si rovny se nazyvaji splyci rovnolgzné roviny

Pfimka tiznok¥Zna s rovinou ma s ni spotg prav jeden bod-pisetik(p g, png=P)
Pfimka rovnol8zna s rovinou:
a) lezivtétorovig (p//q, pnqg=p)

b) nebo s ni nema spdaiey bod (p//q, pn =0)
Dvé piimky v prostoru mohou byt i

a) raznokézné — maji spolay jeden bod p//g,pnq=P )
b) rovnokezné —tizné (p//q, pn=0)
— splyvajicig=q )
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c) mimokezné — jestlize nemaji spéley bod a zarovenelezi
Vv jedné rovirt
pi: V pravidelnémitytbokém jehlanu ABCDV, kde podstavna hrana i vySka jovnya,

vypaitejte: a) odchylku roviny podstavy od rovinydnd seény [63026’]

b) odchylku rovin pEgtich ba&nich sén [53°8]

10.2. Povrchy a objemy krychle, kvadru a valce

Krychle: S=6a’
V=2a

Kvadr. S=2(ab+ac+bc)
V =abhc

Valec S=2m(r+v)
V=2m?v

Jehlan S=§,+S,
\ :%Sp Y

KuZel S=S,+S, =m’+ms=7(r +s)
V= }nz.v

3

Komoly jehlan: S=S, +S,, +S,

= %V.(Spl + S, +S,, + sz)

Komoly kuzel:  S=S,+S,,+S

S= ”12 "'7722 +77(r1 +r2)'s

Y =%m(r12 +r, + r22)

Koule: S=4mr’
v=2ge
Kulova Use: V=%(Bgz+v2) g=+r’-m’

Kulovy vrchlik: S=2mrv
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Kulovy pas: S=2mryv

Kulova vrstva V= % (3912 +3g,° + v2)
- 2 _,
Kulova vyse: V= 3 TN

pi: Kolik km?zemského povrchuiieme pehlédnout z vyse 1 km nad zemi, povazujeme-li
Zemi za kouli o pologru 6370km.

Reseni: = povrch vrchliku S= 2 .v
Euklidovagta o odwsre:

r2=(r+h)(r-v)

V= rh dosadit S=2mrv
r+h
s=27.-
r+h
rh .. e e
S=2 h protoze je mnohem ¥tSi nezh, tj:
r
r+h=r
zorec se upravi
2
S:27Tr h
r+h
S=2mh

S= 2314.63701= 4000qkn’]

pi: Komin tvaru komolého rotaiho kuzele ma vysku 32m,tpméry dolni podstavy 3,2m
a 2m, pkméry horni podstavy 1,7m a 1,2m. Jaka je jeho celkowuatnost, je-li hustota
zdiva 1600 kgh® ?

m=gV V=V -V,

1
\% IK/(I’ T AP 221) = 3 TIV.

(r 210 + 0 +1 222)
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Pozor! Jsou dany pmery

V =898m°
m=16008938
m= 144t

pi: Vypoctéte povrch vrchliku a objem kulové @se je-li polongr koule 10cm a vySka
kulové Us&e 6 cm.

S=2mv \% =%(392 +v2)
S= 2314106 g>=r?—(r-v)
S=377cn? g% =v(2r-v)
\Y :%.(6vr—3v2 +v2)
2
V= ”;/ (3r-v)
2
v=148_ 55 g
3
V =904cm’
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11.POSLOUPNOSTI

11.1. Pojem posloupnosti

Posloupnost jako specialniipad funkce.
pi:1 Sledujme vykonnost naSeho druZstva- prvnichdp@ag uplynulé sezény.

x1 2 3 456 789 10
yooO1 010013 3

Uvedena mnoZzina dvojidsel tvai funkci jejimz oborem jsou vSechna cela kladisa
mensi nez 10.

Sestrojte graf
Opakujme definici funkce:

Nech’ M je libovolna podmnoZzina mnoziny R vSech realnyigel. Kazda mnozina
uspdadanych dvoji¢ x, y] LI MxR, pro kterou plati: ke kazdénmull M existuje pra¥
jednoy U R tak, ze k,y]U f se nazyva funkce.

MnoZzinu M nazyvame defioini obor funkcef a zn&ime Dy .

pi:2 NapiSte uspadané dvojice, které gafunkci f :y = 05x?pro x0{ 1234567,}
x 1 2 3 4 5 67
y 05 2 45 8 12,5 18 245 tgte graf

pi: 3 Funkceg ma definéni obor mnozinyZ*. Pro kazdénlJ Z* je d(» Fovno pa@tu vsech
kladnych diitelu ¢islan.

xn 123456 7®1011 12 13
yogw 122324243428

Sege graf
pi:4 Narysujte graffce h:y=-3+(-1)" nOz*

x 1 2 3 4 5 67 8
y -4 2 -4 2 -4 2 -42

Defini¢ni obory vSech funkaiasti mnoziny vSech celych kladnyeisel (Z7).

nekonéna posloupnost 18,4
konena posloupnost ipl,2
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Definice: Kazda funkce, jejimz defimim oborem je mnoZina vSech celych kladnyidel

Z", se nazyva nekonra posloupnost.

Definice: Kazda funkce, jejiz defitmi obor je mnoiinein 0zZ%,n< no}, kde n,je pevré

danéislo zeZ", se nazyva kors@a posloupnost.

Struné hovaime o posloupnosti
Nech’ u je posloupnost z 1iiladu. Krong tabulky ji Ize zapsat tvarem:

u={[ 1,0,[2,9,[3,1,....... [10,-2}
Posloupnosti u p#tnag: dvojice[2,0]
zapisujemd2,0] Uu nebou(2)=0
¢teme : hodnota posloupnosti u gislo 2 je 0.
neiastjsi zapis:u, =0
¢teme : druhylen posloupnosti u je O.
Obecré: misto hodnota posloupnostiv bods nje rovnas (f(n)=s)
fikame : n- ty ¢len posloupnostif je rovens
piseme:f, =s
Opet k piikladu 1: Posloupnogt je dana vytemc¢lena, nelze je zarnit!
0,0,1,0,1,0,0,3,3
posloupnost 0,0,0,1,1,0,0,3,3, je jin4, i kdy& tytéZ prvky
neba u, =1, u,=0

v, =0, v,=1

k pi: 4 Misto zé&pisth: y = -3+ (-1)" ndz*
a) pouzivame ozteni (-3+(-1)')*n=1
b) nebo (h,)" = , h, ==3+(-12)"

¢teme a) posloupnost -3+(-19d nrovno 1 do nekorima

b) posloupnodt, od n=1 do nekonéna kdeh, se rovna -3+(-1)

kpi:2 (05n2) v
Posloupnost je dana vzorcem proy ¢len.

v

pi:5 Posloupnos(lan )°°n:1 je dana takto:

a, =1, a,=2 adale pro kazdé celé kladiiglo n je a,,, = a,,, +a,
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Urcete postup& 3.,4. a 5¢len této posloupnosti.
a,=a,+ta =2+1= 3
a,=a;+ta,=3+2=5
a;=a,+ta,=5+3=8
Posloupnost je dana rekureitn- latinsky recurrere =gieti zpt

11.2. Aritmetick& posloupnost

Definice: Posloupnos(ran )°°n:1 se nazyva aritmeticky, pr&kdyz existuje takovée realrigslo
d, ze pro kazdéipozenécislo nje a,,, =a,+d =a,, —a,=d

¢islo d se nazyva diferencaitmetické posloupnosti.

Pr: 1 Steni zvuku vzduchuip0°C je asi 33ms™
S rostouci teplotou se rychlost zvuku Bp@j rovnongrné zvysuje

ato o 1C o0 0,6ms™. Jaka je rychlost zvukuigteplo® 5°C?30°C ?

Redeni: v, (nON J&iselna hodnota rychlosti zvukii peplog (n —1)°C vms™t

rC..... v, =V, + 06 =331+ 1.0,6

FC ... v, =V, + 06 = v, + 306 = 331+ 306
£C...... V; =V, +06=V, + 406 =331+ 406
§C...... v, =V, + 06 =V, + 506 = 331+ 506

Véta 1. V aritmetické posloupnod, )" -1 s diferencid plati pro kazdén0Z*:
a,=a, +(n-1.d

Véta 2: Nechi r,sjsou libovolna cela kladnéisla , (an )°°n:1 aritmeticka posloupnost
s diferencid .

Pak ja,=a +(s-r)d

pi: 2 V aritmetické posloupnosta, )” -1 jsou dany jejtleny a, = 5,a, =15.
Utete diferencid acleny a,, a,, .
Redeni dlesty 2: a, =a, +(8-3)d
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jinak a,=a +2d

dosadim Sar+2d
15ex + 7d odau 1. od 2.

a,, - stejre vypocteme jako pedesly piklad
pi: 3 Urcete sodet prvnich 10@&lena posloupnosti(n)‘”nzl

Re§en|':(n)°°n:1 je aritmeticka posloupnost jeji prwién je 1, diferencel =1
= mame najitislo S, =1+2+......+99+ 100
napisu o opmém pdadi: S =100+99.....+2+ 1
sestu 2.5, = (1+100) + (2+99) +.....09+ 2) + (100+1)
=  2§,,=100101
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Sio = 1—20 .101=5050

Souet pornich 10@lena posloupnost(n)“’nzl je 5050.
V¢éta 3: Nechd (a)°°n:1 je aritmeticka posloupnoshlibovolné celé kladnéislo. Pro sotet
S, prvnichn ¢lena této posloupnosti, tj. pra, +a, +....+ a, plati:
n
S, =—\a +ta
EEICRLY
Cviceni:
pi:1 Rozhod#gte, ktera Zlisel 71,100 jsodleny aritmetické posloupnos@n )°°n:1, V niz
je:a, =-10, d = 45

Reseni: aj, =a, +(n-1)d b) 100=-10m¢1).4,5
Dosadime 71=-10+(-1).4,5 110r¢1).4,5
81=r(-1).4,5 244=n-1
184-1 254=n
n=19 ==—===
n- celécislo = 71 je 1Xlen n- neni cel&islo = 100 nenklenem dané
posloupnosti. posloupnosti.

pi: 2 Teploty Zen piibyva do hloubky fiblizné o 1°C na 33 m. Jaka je teplota nasdiolu
1015 m hlubokého, je-li v hloubce 25 mpltga C ?

Redeni: a,=a +(n-1)d d=33m,a, =1015n, a, = 25m
1015 =25+1(-1).33 ziigji n
990=(-1).33
30a-1
n=31

Teplota a, =9°C, d=1°C, n=31, a,="?
a,=9+(31-1).1
a,=9+30=39C

Teplota na dadolu je 39C .
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11.3. Geometrick& posloupnost
Definice: Posloupnos(fan )°°n:1 se nazyva geometricka, kdyz existuje registo q,
ze pro kazdéipzenécislon je a,,, =a,.q
Cislo gse nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
Fedpoklad:a, # 0,q # 0= zadnyclen geometrické posloupnosti neni nula.

,a,
Plati:—* = q
a

pi: Polaas gemeny radia C (RaC) je asi 20 minut. #beEni hmotnost racia C je 3mg.
Jaka bude jeho hmotnost za 2 hodiny?

Reseni: psateni 3 mg

Po2 0 3.1
2
2
P04 '0 [3&}1 - 3.[1)
2)2 2
3
P06 ‘0 (3&}1 - 3@
4)2 2
4
P08 0 [3&)& :3.(Ej
8)2 2
5
Pdo '0 (3ij1 = B(EJ
16) 2 2
6
Pd2 '0 (3ij1 = (Ej
32)2 2

Po dvou hodinach je hmotnost radia C ro»é%ang.

pi: V geometrické posloupnosa )”n-: je a, =6, a,=24.
Urktete kvocient a jejtleny a,, a,.

Regeni: a,= a,. g a; =a,.9=(3,.9).q =[(a,.9)9.q =
{{a,9)].9}q.0=a.q" =a; = 64* =1536
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a; =a,.9=(a;.0).q=[(a;.9).q] = a,.9°
a, =15364° =98304

Véta 1:V geometrické posloupnos(t:'an )°°n:1 s kvocientenqg plati pro kazdé
NN a,=a.q

Véta 2 Nech r, s jsou libovolna celéa kladnésla, (an )°°n:1 geometricka posloupnost

kvocienteny

Pak plati: a, =a.Jq

pi: V geometrické posloupnosfa, )" -1 plati: a, —a, = - 15, a, +a, = 15.Urdete sodet
prvnich pti ¢lena této posloupnosti.
Redeni: Nejiive a, a q:
a-a,=- 15
a,+a, =15
a,-aq =~ 15
aq+a, =15
al-g°)=- 15
a(q+)=15
az O

g¢1)#0= 2z 2.rovnice

Z 2. rovnice

= >
q+1

15 2
—/\1- =-15
q+1( q ) !

15.(1-9)=-15
q= 2

dosadime do 1.rovnice

a,(2+1) =15
a, =05
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5 _ 5 _
g’ -1 55=0,52 1
q-1 2-1

S, =15 5

= 0531=155

Otazka:¢emu je roven saiet prvychn¢lena?

Véta 3: Pro soket s, prvnich néleni geometrické posloupnosia, )”n-1 s kvocientemq

Plati: a) je-lg= 1, pak S, =n.a,

o]
|
[N

pi: V geometrické posloupnosii,)”n1 je  a, :%, a :%.
Vypaitéte sowdet prvnich sedmileni této posloupnosti.
reSeni:q =%
a'4
1
~a_1
q= 173
3
a, =a.q’
a
a = q—;‘
1
a=—3.=9
g
3
_.q-1
S =q q-1
-
_ 3 — 37 _ "2 1_2187*
S, =9 1, "1 9=8. "5 =135
3 3
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Cvideni:

Pr: 1 Ktera zisel 18,12,6,0,-8 petgeometrické posloupnodf@_ ) n-1, v niz je

2
=27,9=-—.
& q 3

a) 18: (a,) =2

18:27(-3j
3

NemaieSeni pron

18 nepat do geometrické posloupnosti.

NenieSeni pron

6 nepdi.

e) — 8:8=27

aRimwlo geometrické posloupnosti.

d) 0: nepat

n

wIiN

wiN

)

- 8 pat

winN

8
3
n

-
-

Zajimavy giklad: Kupec chél koupit korg. S prodavéem se dohodl takto: kéri dam
zadarmo, zaplati§zehebiky v jeho podkovach. Kazda podkova
j€ipita 6 Hrebiky, tj. 24 kebiki. Za 1 Kebik zaplatiS 1 gros, za druhy
2 groSe, za kazdigiddvakrat tolik nez fedchozi. Kolik gros kupec

zaplatil?
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2% -1
S, =1
24 51

S,, =16.777.215 grod&

11.4. Uziti aritmetickych a geometrickych posloupnosti

Zopakujme vzorce pro posloupnosti.

Aritmeticka posloupnost

Geometricka posloupnost

an = an_l + d an = an—l'q

a, =a +(n-1)d a =a.q""

a,=a, +(s-r)d a,=a g

s, =2 +a,) s=all a1

S, =a.n g=1

pi: d=1 a, =85, a, =102 sn:g(a1+an)

a, =a, +(n-1)d s, = %3 (85+102)

102=854n-1).1 s, = 1683

n=18

pi: a =25, a; =500, n=6
a =a.q"
500=25q"*
q° =20
q=%20=182
Pondr poctu dvou sousednich @ik frézky je asi 1,82.

Slozené Urokovani:

Vklad a,, urok p %

) p
Po 1. rocea, +—
%o 10C %
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) P P P
Po 2.roce: +—a, |+|a, +—— —
(a) 100 Oj ( ° 100 )100

atd.

pi: Zjistéte na jakowastku vzroste vklad 1000,<¢K/lozeny na vkladni knizku na ¢atku
roku 1987 naitroky pri 4% celor@nim arokovani .

@=%@%ij
100

a, =q +ia1 = a1(1+ij =a, +(1+ij2
100 100 100

a3 —a +ia —-a [1+ij—a0 +(1+ij3
27100 © ?\7 100 100

4 3
=10001+-— | =1000.104° =1125
% C{ 100} :
Potech letech bude na vkladni knizce 1125- K Obecsn: a, = a0(1+%)j
Odpisy:

Pf: Nakupni cena stroje je 250 000£.kO kolik procent klesne hodnota stroje #iadky.
odepisuje-li se tmé na amortizaci 5% ceny Zgrchoziho roku? Za jakou dobu klesne
hodnota stroje na polovinu nakupni ceny?

Ulohu niizeme péitat pomoci tloh o procentech. Ale u cile budenailsji pouzitim
Geometrické posloupnosti:

a, = ao(1+%)j

a; = a{l—%})ﬁ%

3
a, = ZSOOO{EJ =214300
100

Potech letech bude mit stroj hodnotitiigtizné 214 300,- K.

. 5"
Druhé otazka: 1-— | =05
ao( 100} %
095" = 05

UZijeme znalosti o logaritmech:
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nlog 095=1log 05

= log05
log 095
n=14

Hodnota stroje poklesne na polovinu asi za 14 let.
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12.VEKTOROVA ALGEBRA A ANALYTICKA GEOMETRIE
LINEARNICH UTVAR U

12.1. Vzdalenost dvou bodik

Véta: Vzdélenost|AB| dvou bodi A= [x1 yl] , B= [xz, yz] v rovirg je dana vztahem:

A8 = (x, Vi)
Véta: VzdalenostAB bodi A=[x,,y,, 21], B=[x,,y,,2,] v prostoru je dana vzorcem
|AB = \/ X =% )+, =y,) +(z - 2)

pi: Urcete vzdalenost badA=[-1-51], B=[11-2]

Resen: AR =y (L +1) + (-5 +(2-1)° =29

pi: Rozhod®te, zda trojuhelnikABC je pravouhly.
A=[32], B=[-1-1], C=[11-6|

Regent: |AB=y/(-1-3)* +(-1-2)* =+/25=5 odgna?
B =(11+1)? +(6-1)* =169=13 nejdel3i¥ppona

IAC=(11-3)* +(-6-2)* =128 =82 od¥sna?

Podle Pythagorovyaty by platilo |Bq2 # |AB|2 +|AC|2

Pro tento piklad: 16925+ 128
TrojuhelnilABC neni pravouhly.

12.2. Souradnice s¥edu Us&ky

Geometrické objekty ( bodfimka, rovnice...) jsou vyjadvany algebraickymi vyrazyisla,
skupiny¢isel, rovnice,...)

Analyticka metoda +ecky matematik Apollénios (260-17@.p.1.)

- pouZivani soustavy stadnic.

Zakladatel analytické geometrie francouzsky filosohatematik René Descartes (1596-1650)
- jako matematickd disciplina

Isaac Newton (1643-1727)

G.W.Leibniz (1646-1716)
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Véta: Soutadnice libovolného bodiX je velikost Useky X0 se znaménkem +, jestlize bod
X lezi na kladné poldfimce a se znaménkem -, jestlize lezi na zaporrapfpwice

OSYX.
Soustavu sd@adnic v rovig s pa&dtkem O a osami séadnic x, y ozna&ujeme OXy.

Soustavu sdadnic v prostoru s gatkem 0 a osami séadnic x, y, zozna&ujeme Oxyz.

12.3. Vektor, velikost vektoru
/ B
A Vektor je dan smem a velikosti.

AB - orientovana uséa (snr)
A- patateini, B - koncovy

| AB - velikost orientované Ggky

AB//CD- jestlize gfimky AB//CD neboAB=CD

AB11 CD - souhlasi rovnokizné

ﬁBH CD - nesouhlasnrovnokszné

Véta: VSechny orientované ey, které maji stejnou velikost a jsou souhtagmvnolEzne,

utujici tentyz vektor.
Kazdou takovou orientovanou &lse nazyvame umishi daného vektoru. Vektory
se ozralji malymi poloténymi pismeny napa,b,u,w:v riené psaném textu

a,b..0,v nulovy vektor ozné&ujemeo, v riné psaném textd.

u= XY -vektor XY je umiséni vektoruu do bodu X

1) u= AB A=[x] B=[x] u=x-x u=(u)
2) u= AB A=[x,v.] B=[x,y.]

u =X —-X

u =Y, -y, u= (Ulyuz)
3) u= AB A=[x, .2} B=[x,Y,.2,]

u =X, =X

U =Y, =Y,

U, =2, -7 u= (Ulyuz,us)
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Obecny zapis, Ze vektarje dan svym umighim AB :u=B- A

Véta: Dva vektorya,bjsou si rovny, jestlize jsou si rovny odpovidagoiradnice.
Velikost vektoruv = AB je rovna velikosti jeho libovolného umiat.

Véta:

1) Velikost vektorw =(u,) na gimce je : ul = Ju,
2) Velikost vektoruu = (u,u,) v rovirg je: p|= /u’+u,’

3) Velikost vektoruu = (u,,u,,u,) v prostoru je:| =4/u,” +u,” +u,’

Kazdy vektor, ktery ma velikost rovnu jedné, seywajednotkovy vektor

12.4. SEitani a odkitani vektora

Véta: Soutadnice sottu vektofi jsou danydmito vztahy:

1) Necht u,vjsou na pimce,w=u+v. Pak je:
w=(u, +v,)
2) Necht u,vjsou v rovirg , w=u+v. Pak je:

W:(ul +Vl’u2 +V2)
3) Necht u,vjsou v prostoruw=u+v. Pak je:

W= (u1+vl’u2 +V2’u3 +V3)

Opany vektor

Definice: Op&né vektory jsou stefnveliké a nesouhlagmrovnolEzné.

Véta: Je-li dan vekton svym umistnim AB, ma opany vektor umisini BA. Je-li dan vektor
u svymi sotiadnicemi na imceu = (u,) nebo v rovik u = (u,,u,) nebo v prostoru

u = (u,,u,,u,), jsou soiadnice opaného vektoru 4 dany vztahy:

1) nagimce: -u=(-u,)
2) Vv roving: -u= (-u,-u,)
3) vprostoru:  -u= (-u,,—U,,~U,)

Rozdil vektot

Definice: Rozdilu-v vektorii u,v je vektor, ktery je saitem vektorw a vektoru ¥ opaného

k vektoru.

Véta: Jsou-li dany sdadnice vektar u av, pro sowadnice vektorz=u — vplati vztahy:
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a) na g@imce z=(u, -v,)
b) v roving z:(u1 -V, u, —v2)
C) Vv prostoru z:(ul =V, U, =V,,U, —v3)
12.5. Néasobeni vektoru skalarem
Definice: Sodin vektoruu acisla k O R (zna&imew= k u) je vektor rovnobzny s vektorem

u pro ktery plati:

1. |w :|k| .
2. Je-li vektoruu nenulovy ak # Q jsou vektoryu a wrovnokEzné (kolinearni)
a to prok >0 souhlas#é rovnol&zné, prok <0 nesouhlashrovnol&zné.

Je-li k= Onebo je-liu=0, je vektorw nulovy vektor.

Véta: Dva vektorya,bjsou rovnolzné pra¥ tehdy, kdyz jeden z nich je ndsobkem druhého,
tj. kdyZ existuje takové redldiglo k , Ze platia =kb.
Souadnice sotinu vektoru &isla k R jsou danydmito vztahy:
Véta: 1) Nechiu je vektor na fimce,w =ku. Pak plati:
w= (ku)
2) Nechu je vektor v rovig, w=ku. Pak plati:
w = (kuL kuz)

3) Nechu je vektor v prostoru,w =ku. Pak plati:
W = (kuL kuz,kug)

12.6. Linearni zavislost a nezavislost vektak

Linearni kombinace vektdmu,v je vyraz k.u +|.v

Definice: Dva vektory,v nazyvame linearghzavislé Ize-li jeden z nich napsat jako nasobek
druhého vektorw =k .v k,/OR

=M.u
Lze je umistit na jednurinku.

Definice: Dva vektory,v jsou linearg nezavislé nelze-li najéisla k,| 0 R, aby platilo
u=k.v
v=1.u
Nelze je umistit na jednuimku.
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Definice: T vektoryu,v,wnazyvame lineazavislé, Ize-li jeden z nich napsat jako linearni
kombinaci ostatnich dvou
w=k.u+l.v k,IOR

Lze vektory umistit do jedné rouin

Definice: Nejsou-li vektory,v,wlinearrg zavislé nazyvame je linearmezavislé.

Nelze umistit do jedné roviny.

12.7. Skalarni sowin, odchylka a kolmost vektoni

I 7

Definice: Skalarni saiin u,v dvou nenulovych vektérje realn&islou,v =|u| . |v| .cosa
Je-li jeden z vektou,v nulovy, jeu . v=0

Véta: Skalarni satin vektofi u,v Ize vyjadit vztahem:
ay = (u,,u,) v=(v,v,) U. V= Uy, +U,V,

by = (Ul’uz’us)’vz (Vl’VZ’VS) U. V=1V, T UV, +UgV,

Kolmost vektoit

Véta: Je-li skalarni sa@in dvou nenulovych vektérroven nule, jsou vektory na sebe kolmé.
ay= (u,u,), v=(v,v,) = uwv, +u,v,=0

b)J = (ul'u2’u3)'V: (Vl'VZ'V3) = ulvl +u2v2 +u3v3= 0

Uhel dvou vektai

Nenulové vektory ze vzdy umistit tak, abdly spole&ny paiatesni bod.
a) souhlagmovnol®zné — thel, ktery sviraji vektosyb je 0°.
b) nesouhlagnovnok®zné — thel je 18D
Véta 1:Jsou-liu = (u,,u,), v = (v,,v,) dva nenulové vektory, pak jejich Ghel
(O° <as 1800) se vypate podle vzorce:
cosg = Vet Uz Vs
v
Véta 2 Jsou-liu =(u,,u,,u;), v= (vl,vz,vs) dva nenulové vektory v prostoru, pak
jejich Uhebr (O° <as< 1800) se vypaeita podle vzorce:

UV, +U,V, + ULV,

cosa = 2
a9
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12.8. Parametrické vyjadieni primky

Definice: Necti A=[x,,y,],u=(u,,u,) a necki t je libovolné reainéislo.

rovnici: X =A+t.u
rozepsano:  X=x +tu,
y=y, ttu,

nazyvame parametrické vygm gimky v rovirg.
Vektoru se nazyva sumovy vektor gimky ( je s danouifimkou rovnokszny )

12.9. Obecna rovnice Fimky

pr A=l v) u=(uu)
P X=x +u.t
y=y, tu,t
nectit jecas pakX = [x, y] je poloha hmotného bodu Zast.
Je-lt=0 X splyva sA ,za dobu prejde do bodu o s@adnicich[x1 +ut,y, + uzt]

tOR - tje parametr

Necht n = (a,b) je nenulovy a kolmy
A= [xO, yo] libovolny bod gimky p
X = [x, y] libovolny bod roviny

pak X O p, kdyZz AX je kolmy kn neboAX =0
t. AX.n=0

ale n=(ab) AX=(x-x,,y-Yy,) pakXOp kdyZ plati

a(x=x,)+bly-y,)=0
ax+by—-ax, -by, = 0 —ax, —by, =konstanta =
axtby+c=0
Definice: Obecné rovnicefmky mé tvarax+by+c =0 kde alespd jedno zéisel
a,bje nenulové.

Vekton = (a,b) se nazyva normalovy vektofimky.

12.10.Smérnicovy tvar rovnice primky

Z obecné rovnicex+by+c=0

y:—EX—E
b b
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zapisuje se y =kx+q
g Usek na osg
k =tga = smérnice gimky

a - smerovy Uhel gimky

12.11.Vzajemna poloha dvou Fimek

aXx+by+c =0 Moznostitimky: totozné
a,Xx+b,y+c, =0 rovnobzné fizné
uzanokEzné

1) PrimKky jsou totoZné, jestlize jedna rovnice je naswbldruhé rovnice

nebo-li a, =k.a,
b, =kb,
¢, =kcg,

2) Primky jsou rovnobzné, jestlize norméloveé vektory jsou rovidbeé (vektory k nim

kolmé) . a, =ka,
b, = kb,
3) Nejsou-li vektory(a,,b ),(a,,b,) rovnolzné sotadnice piisesiku dostaneme jako

feSeni dvou rovnic o dvou neznamych.
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13.ANALYTICKA GEOMETRIE KVADRATICKYCH UTVAR UV
ROVINE

13.1. Kruznice

Definice: Kruznice je geometrické misto liodroving, které maji od pevného bodu stejnou
vzdalenost.

Je-li X H x,y ] libovolny bod kruZnice, m& odisdu SkruZnice vzdalenost (polomnegr) tj:
[X§=r

XE+YE = pro S- pasatek sowadnic

Véta: Kruznice se s¢demS=[0,0] a s polondrem r > 0 ma rovnicix® + y> =r?
Body lezici uvnitkruznice x* + y*< r?
Body lezici vakruznice  x* +y*> r?
pi: Napiste rovnici kruznice, ktera m&ed v p@&atku soustavy sdadnice a prochazi
bodem A= [— 32]
Regeni: S=[00] X? +y®=r?
(-3)*+22 =r2
r’=13
— x? +y?=13, polon#r r =13
pi: Rozhod®te o vzajemné poloze bad
A=[43], B=[11] , C=[20] a bod: kruznice dané rovnick’ + y?= 4.

Reseni: Dosadime stadnice bod

A:4° +3%> =25 254 A jevre
B:1°+1° =2 24 B je uvnit
C:4°+0°=4 4 =4 C lezi nakruZnici

Véta: Kruznice se &demSz[m, n] a s polomrem r > 0 ma rovnici
(x=m)* +(y—-n) =r
x> +y?=r? sedovy tvar

2

(x-m)*+(y-n)*>=r?  stedovy tvar
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x?+y?+ax+by+c= 0 obecny tvar
pi: NapiSte siedovy i obecny tvar kruznice séeddemS= [1—2] a polongremr = 3.
Regeni:(x-1)° +(y+2)* =9 - stedovy tvar

Umocnim x*> -2x+1+y* +4y+4= 9

X*+y?-2x+4y-4= 0- obecny tvar
pi: Napiste rovnici kruznice, ktera méed S= [~ 35| a prochazi boderh = [- 78|.

Regeni: (x+3)* +(y-5)° =r? dosadime sdadnice boduA

(-7+3)° +(8-5)" =r?

(x+3)* +(y-5)°" =25

pi: Rovnice kruznice jex” + y* +8x-10y-75= 0
Zjistte r a sodadnice stedu.
Reseni: usp@dame podle, pak podley
Xx*+y*+8x-10y-75= 0
(2 +8x+16)+(y? ~10y + 25) =16+ 25+ 75
(x+4)° +(y-5)* =116

r=+116 , S=[-45|

pi: x? +y? —-2x+4y+7 =0 upravte na $edovy tvar kruznice.

Reseni:(x? - 2x+1)+(y? +4y +4)=-7+1+4
(x-12)" +(y+2)° = =2
Rivodni rovnice neni rovnici kruznice.
pt: NapiSte rovnici kruznice, ktera prochazi bodly [5,1] , B= [0,6] , C= [4,—2].
Reseni: nejprve zda body neleziiimpce.
AB=B-a=(-55) vektory jsouliznokzné

BC=C-B=(4-8)
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obecna rovnice x*+y?+ax+by+c= 0
Dosadim: A=[51] 25+l+5a+b+c=0
B =[06] 36 +b+c= 0
C=[4-2] 16+4+4a-2b+c=0

Re&im soustavu rovnic: 5a+b+c=- 26
6b+c=-36
a&2b+c=- 20

= a=0b=-2c=-24
x*+y?+ax+by+c= 0
x*+y?-2y-24= 0 obecny tvar
sttedovy tvar:  (x-0)* +(y-1)* =25
—r=5 S=[0]]
13.2. Vzajemna poloha griimky a kruznice

Rimka mize byt séna (dva spokné body)
dea (jeden spolay bod)
nes® (nemaji spotay bod)

pi. Zjistéte vzajemnou polohuimky 4x —3y —20= Oa kruznicex® + y*> =25 .

=<

eSeniiesi se tedy soustava rovnicdix-3y-20= 0

x*+y*=25.

Tyto ulohy pro vzajemnou polohdipky a kuzelosgky seieSi podob& Z rovnice pimky se
vypoéte rekterd neznamax(nebo y ) a dosadi se do rovnice kuZeltlsg Byva to zpravidla
pak kvadraticka rovnice. Pokud@Seni je diskriminant&Si nez nula, pak jeffimka séna a
pacitaji se sotadnice piiseiikia. Pokud je diskriminant roven nule, j&ipka t&na a uéi se
souadnice bodu dotyku. Pokud je diskriminant menSimda, je to nesma a dale se nesi

nic.
K prikladu: 4x-3y-20= 0
=4y 20
3 3

94



Dosadime do rovnice kruznice.

Po Upravach:
5x*-32x+35= 0
D =(-32) - 4535=324
D= 3240 Himka je séna.

Souadnice X, =5, X, :é

Po dasazeni do rovnicéimky y, =0, vy, = —%.

Prisesiky piimky s kruznici maji sqadniceP =[50] , Q = E—Z—sﬂ
13.3. Elipsa

Definice: Elipsa je geometrické misto lip&teré maji od dvou badstaly sodet vzdalenosti
(¥tSi nez vzdalenost danych higd
F,,F, ohniska elipsy séet vzdalenostPa

IFF,|=2e € - vystrednost elipsy

pfimka F,,F, - hlavni osa elipsy
a - hlavni poloosa
S - stted elipsy
b - vedlejSi osa — kolma na hlavni osu
A,B - hlavni vrcholy|AB = 2a

C, D - vedlejsi vrcholyCD| = 2b
a’=b*+¢€’
e? = g2 — 2

Definice: Elipsa se s#ddemS= [0,0], jejiz hlavni osa je totozna s os&uma rovnici:

kdeaje velikost poloosy elipsyb velikost vedlejSi poloosy elipsy.
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Definice: Elipsa se stddem S= [0,0], jejiz hlavni osa je totozna s osgy ma rovnici:

2 2
a

kdea je velikost hlavni b velikost vedlejSi poloosy elipsy.
Definice: Elipse se s#ddemS = [m, n], jejiz hlavni osa je totoZzna s osouna rovnici:

(x=m* , (y=nf _,
a’ b2

kdea je velikost hlavni b velikost vedlejSi poloosy elipsy.
Definice: Elipsa se stdem S = [m, n] , j€jiz hlavni osa je totoZna s osguma rovnici:

(N
a

kdea je velikost hlavnib velikost vedlejSi poloosy elipsy.

Jsou to osoveé rovnice elipsy .

pi: Napiste rovnici elipsy, hlavni osa je rovi@ha s osouwx.
s=[13], F=[-43 b=4

Redeni: a2 = e? +b? e= ?

Vnitiek elipsyl, ,) <1

Vngjsek elipsyl, ) >1
pi: Rozhod®te o vzajemné poloze bddA = [— 2;L] , B= E 1} a elipsy3x® +8y* = 24

Reseni: osovy tvar

X2 y2
5 +? =1 dosadime stadnice A, B
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_ 2 2
( 2) +1_ _§< 1 vnitni bod elipsy
@

2

pi: S= [0,0] hlavni osa totoznas a =3, b = 1. Zjistéte sodadnice ohnisek.

+_ == > 1 vrejSi bod elipsy

2
Regeni: 2+ =1 a’=b?+¢?
9 1
e=+a’-b?
e=/9-1=2/2

Elipsa ma vygednost2y2 = F,=[2y20| , F, =|-2/20]

pi: Zjistéte velikost hlavni a vedlejSi poloosy a wgsinost elipsy dané rovnici

X*+4y* = 9

ReSeni: x?+4y*= 9

2 2 2 2
X_+4y =1 = X—+y—::|.
9 9 9 9
4
a=3 b:§
2

9_3
=./19—-——=-=-4/3
R

13.4. Hyperbola

Definice: Hyperbola je geometrické misto kodroving, které maji od dvou pevnych hiod
(ohnisek) stejny rozdil vzdalenosti
F, F, - ohniska
F.F, - hlavni osa hyperboly
S - sted hyperboly
IF,F,|=2e
e - vystednost
A, B vrcholy hyperboly vedlejSi osa

a- hlavni poloosa
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b - vedlejSi poloosa
e’ =a’ +b?

Véta 1:Hyperbola, jejiz $&d Sje totozny s pdatkem soustavy seadnic a jejiz hlavni

2 2

. . , X . . .
osa je totozna s os®uma rovnici—: A 1, kde aje velikost hlavni poloosy,

a® b’
bje velikost vedlejSi poloosy.

Véta 2:Hyperbola, jejiz $edS je totoZzny s p&atkem soustavy sdadnic a jejiz hlavni osa

2

2
. . . .. X . . .
Je totozna s osoy, ma rovnici _F +§ =1, kde aje velikost hlavni poloosy,

b velikost vedlejSi poloosy.

Véta 3 Hyperbola se s¢demS = [m, n] a hlavni osou rovn@inou s osow ma rovnici

_ 2 _ 2
(X m) +(y 2n) =1, kdea je velikost hlavni poloosyh velikost vedlejSi poloosy.

b? a

Véta 4:Hyperbola se s¢édem S = [m, n] a hlavni osou rovna@tinou s osowy ma rovnici

e (y=n)

o7 =1, kde aje velikost hlavni poloosyb velikost vedlejSi poloosy.
a

13.5. Vzajemna poloha grimky a hyperboly

zjisti s@'eSenim soustavy rovnic vzdy z rovnidénpky dosadime do rovnice hyperboly.

Ptimka — hyperbola 0 spoldibo nesma
1 spol. bod dea
2 spol. body &m
Piimky y=—x , y=—-—x prochazejiciredem hyperboly
a a
2 2
a’ b?
a a f e o
y= Bx , Y= _BX prochazejicirsdem hyperboly
2 2
_X_ +y_ =1
b a?

se nazywasymptoty

Rovnoosé& hyperbola mé asymptoty k&kblmé a = b (poloosy jsou si rovny)
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Zawr: 1. Asymptota hyperboly nemé s hyperbolou Zagotesny bod. Pimka, ktera je
s asymptotou rovng#mé Kizna, ma s hyperbolou spoig jediny bod.

2. Bmka, ktera neni rovn@lina s asymptotou, ma s hyperbolod’l#urizné
body — je gra, nebo 1 bod — jedea hyperboly, nebo nema spiig bod — je
vRjSi primkou hyperboly.

Véta: Rovnoosa hyperbola, jejiz osy jsou totozné s osaauirant soustavy satadnic 0,

M4 rovnici y:E kde kORk# O
X

Je-li k>0 lezi ¥tve hyperboly v I. a lll. kvadrantu
Je-lik<0 lezi ¥tve hyperboly ve Il. a IV. kvadrantu

pi: NapiSte rovnici rovnoosé hyperboly, jejimiz asyotpmi jsou sotadnicové osy

a ktera prochazi bodem =[- 32)]

Reseni: Hyperbola ma rovnigi = 5 Bod M leZi na hyperbole. Proto plati:
X

Jde o hyperbolu, jejiz osy lezi ve Il. a IVakirantu a mé& rovnicy = —
X

13.6. Parabola

Definice: Parabola je geometrické misto bedoving, které maji stejnou vzdalenost od
daného bodk a od danéiimky d, F nelezi na fimced .

F - ohnisko paraboly

d - tidici pimka paraboly

0 - 0sa parametru

p - parametr — vzdaleno&dici pgrfimky od ohniska
V - vrchol — sted Useéky FD

v =[00]

424

fFmkad: x=-

N o
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Véta 1:Parabola s parametrem( p >0), ktera ma vrchol v géitku soustavy sdadnic
a ohnisko na ose ma rovniciy? = 2px, lezi-li ohnisko na kladné ose

y? = =2px, lezi-li ohnisko na zaporné poloose

V¢éta 2 Parabola s parametrem( p >0), ktera ma vrchol v géitku soustavy sdadnic
a ohnisko na ose, ma rovnicix® = 2py, lezi-li ohnisko na kladné poloose,

x* = -2py, lezi-li ohnisko na zaporné poloose

V¢éta 3 Parabola s parametrem( p >0), ktera ma vrchoV :[m, n] a jejiz osa je rovnalina
s osox ma rovnici (y-n)? =2p(x-m) ohnisko vpravo od/

(y-n)? = -2p(x - m)ohnisko nalevo ot/

Véta 4Parabola s parametrem( p >0), ktera méa vrchoV/ :[m, n] a jejiz osa je rovnatina
s osowy ma rovnici(x—m)? =2p(y-n) ohniskoF nad vrcholemv
(x—m)? =-2p(y - n) ohniskoF pod vrcholemV

pt: NapiSte rovnici paraboly, ktera méa vrcth:[— 2;L], prochazi bodenA = [0,3]a ma

0SU rovnoéznou s osouy .

Reseni: BodA leZi nad vrcholenV , parabola bude mit tedy rovnigk - m)* = 2p(y - n)

Dosadime tedy do této rovniceisomice vrcholw
(x+2)* =2p(y-1)
Parametp zjistime dosazenim stadnice boduA, ktery leZi na parabole.
(0+2)* =2p(3-1)
p=1
Parabola ma rovnitk +2)* = 2(y -1).
13.7. Vzajemna poloha gfimky a paraboly

Reseni je obdobné jako u kruznice, elipsy a hypgribstupujeme tak, Ze z rovnicérpky
dosazujeme do rovnice paraboly.

Pokud vznikne kvadraticka rovnice a diskriminantg&si nez 0, fimka je séna. Je-li
diskriminant roven nule,ijjmka je t€éna a kdyZ diskriminant je mensi nez nula, jjienka
neseéna.

Pokud vznikne lineérni rovnice, je tatsa s jednim bodemritnka je totiz rovno&Zna
S osou paraboly.
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Pt: Zjistéte vzajemnou polohuifimky 3x -7y +30= 0 a parabolyy?® = 9x

Reseni: ReSime soustavu rovnic: 3x—-7y+30= 0

y? =9x
z prvni rovnice vypteme x
X = %J a dosadime
do druhé rovnice y? = 9'7y;30 po Upravach

y?-21y+90= 0
Vypoteme diskriminant: D =(-21)° - 490=81

D >0, tudiz jsou dva keny y, =15 'y, =6 po dosazeni do rovnicéimky,
pak x =25 x, =4

Pfimka je séna paraboly a protina ji v bode¢h= [2515] , Q= [4,6]

Cvigeni: Zjistte vzajemnou polohu paraboly = 2x

afimky: a) x-y-1=0 [senq
@x-2y+1= 0 [tecna TH0,5,1]
cx-y+1= 0 [vnejSi piimka
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